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ïåðåäìîâà

Íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê ìiñòèòü ìàòåðiàë ëåêöié òà ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü ç
òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ II, ÿêi âèêëàäàëèñÿ
äëÿ çäîáóâà÷iâ âèùî¨ îñâiòè ñïåöiàëüíîñòi 112 Ñòàòèñòêà IV êóðñó ïåðøîãî
(áàêàëàâðñüêîãî) òà I êóðñó äðóãîãî (ìàãiñòåðñüêîãî) ðiâíiâ íà ìåõàíiêî-
ìàòåìàòè÷íîìó ôàêóëüòåòi Äíiïðîâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi
Îëåñÿ Ãîí÷àðà ïðîòÿãîì 2015-2022 ðð. Îáñÿã ìàòåðiàëó ðîçðàõîâàíèé íà 5
ãîäèí çàíÿòü íà òèæäåíü ði÷íîãî êóðñó.

Ïîñiáíèê ñôîðìîâàíèé ç ìåòîþ çiáðàòè â îäíîìó ìiñöi ìàòåðiàë, ÿêèé
ðîçìiùåíèé ó ðiçíîìàíiòíèõ äæåðåëàõ (äèâ. ñïèñîê âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè1,
à òàêîæ ïiäðÿäêîâi áiáëiîãðàôi÷íi ïîñèëàííÿ), ó ñèñòåìàòèçîâàíîìó âèãëÿäi
ç óðàõóâàííÿì ñòðóêòóðè ðîáî÷î¨ ïðîãðàìè äèñöèïëiíè �Òåîðiÿ âèïàäêîâèõ
ïðîöåñiâ�, ¨¨ ïåðåäóìîâ, à òàêîæ äèñöèïëií, ùî áàçóþòüñÿ íà ¨¨ îñíîâi.
Çîêðåìà, âðàõîâàíî ùî ïåðåäóìîâîþ âèâ÷åííÿ äèñöèïëiíè ¹  ðóíòîâíå
çàñâî¹ííÿ ìàòåðiàëó êóðñiâ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, ìàòåìàòè÷íèõ îñíîâ òåîði¨
éìîâiðíîñòåé, ëàíöþãiâ Ìàðêîâà òà òåîði¨ ìiðè i iíòåãðàëà Ëåáåãà. Äëÿ
ïîâíîòè âèêëàäåííÿ, à òàêîæ ç íàâ÷àëüíîþ ìåòîþ ÷àñòêîâîãî ïîâòîðåííÿ i,
ìîæëèâî, çàñâî¹ííÿ íà áiëüø ãëèáîêîìó ðiâíi, ÷àñòèíà âiäïîâiäíèõ ôàêòiâ ç
äåòàëüíèì äîâåäåííÿì ðîçìiùåíà ó îêðåìîìó ðîçäiëi ïîñiáíèêà �Äîäàòêîâi
âiäîìîñòi�. Êðiì òîãî, âêëþ÷åíî äåòàëüíèé ðîçãëÿä îêðåìèõ ïðèêëàäiâ,
ùî ìàþòü çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ, òåîði¨ ðèçèêó
òà ñòîõàñòè÷íié ôiíàíñîâié ìàòåìàòèöi. Âiäïîâiäíî ìàòåðiàë ¹ äîñòàòíüî
íåîäíîðiäíèé çà ðiâíåì àáñòðàêòíîñòi, ïðîòå íàäà¹ ìîæëèâiñòü âêàçàòè íà
çâ'ÿçêè ìiæ òåîðåòè÷íèìè ðåçóëüòàòàìè òà çàñòîñóâàííÿìè íà ïðàêòèöi.

Äàíå âèäàííÿ ¹ ïåðåðîáëåíîþ âåðñi¹þ ïåðøîãî âèäàííÿ 2018 ð.
Ïî-ïåðøå, çðîáëåíî ñïðîáó óñóíóòè çíà÷íó êiëüêiñòü âèÿâëåíèõ ïîìèëîê
òà íåòî÷íîñòåé, âíåñåíi ðåäàêöiéíi ïðàâêè. Ïî-äðóãå, çðîáëåíi îêðåìi
çìiíè ó ïîñëiäîâíîñòi âèêëàäåííÿ ìàòåðiàëó, äîäàíi äîäàòêîâi ïîÿñíåííÿ i
iëþñòðàöi¨, ïðèêëàäè òà âïðàâè. Ïî-òðåò¹, â ïîñiáíèê äîáàâëåíèé ðîçãëÿä
çàñòîñóâàííÿ îêðåìèõ ìåòîäiâ ñòàòèñòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, â ïåðøó ÷åðãó,
ìåòîä ñòàòèñòè÷íèõ âèïðîáóâàíü (Ìîíòå-Êàðëî). Ìåòîä ìîäåëþâàííÿ ¹
âàæëèâèì ìåòîäîì ðîçâ'ÿçàííÿ çíà÷íî¨ êiëüêîñòi ðiçíèõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷
i çàñëóãîâó¹ íà îêðåìå âèâ÷åííÿ (â ðàìêàõ îêðåìîãî êóðñó ñòàòèñòè÷íîãî
ìîäåëþâàííÿ). Ó ïîñiáíèêó öåé ìåòîä çàñòîñîâàíî áiëüøå ÿê ñïîñiá íàî÷íî¨
äåìîíñòðàöi¨ âñòàíîâëåíèõ òåîðåòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé. Ðåàëiçàöiÿ âiäïîâiäíèõ
àëãîðèòìiâ çäiéñíåíà íà ìîâi R, ÿê íàéáiëüø çíàéîìié äëÿ ñòóäåíòiâ
ñïåöiàëüíîñòi 112 Ñòàòèñòèêà. ×àñòèíà ðèñóíêiâ, îòðèìàíèõ â íàñëiäîê
âèêîíàííÿ êîäó â ñåðåäîâèùi R, äîäàòêîâî áóëà âiäðåäàãîâàíà ïðîãðàìíèìè
çàñîáàìè Inscape òà Scribus äëÿ ¨õ áiëüøî¨ iëþñòðàòèâíîñòi.

1Äëÿ áiëüø ïîãëèáëåíîãî îçíàéîìëåííÿ iç ñó÷àñíîþ òåîði¹þ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ðåêîìåíäó¹òüñÿ
âèêîðèñòàííÿ ïiäðó÷íèêà �Âèïàäêîâi ïðîöåñè: òåîðiÿ, ñòàòèñòèêà, çàñòîñóâàííÿ� / Þ.Ñ. Ìiøóðà,
Ê.Â. Ðàëü÷åíêî, Ã.Ì. Øåâ÷åíêî. 2-ãå âèä., âèïð. i äîïîâ. Ê.: ÂÏÖ "Êè¨âñüêèé óíiâåðñèòåò", 2021.
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îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ

` ìiðà Ëåáåãà

{E, E , ν} ïðîñòið ç ìiðîþ

L (E) ìíîæèíà óñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè E

C[0,∞) ìíîæèíà äiéñíèõ íåïåðåðâíèõ íà [0,∞)
ôóíêöié

∗ ñèìâîë çãîðòêè

# ðàõóþ÷à ìiðà

F̄ ïîïîâíåíà σ-àëãåáðà

Ā äîïîâíåííÿ ìíîæèíè A

δ (K) d-ñèñòåìà, ïîðîäæåíà êëàñîì K

δx (A) ìiðà Äiðàêà - àòîìàðíà ìiðà ç ¹äèíèì àòîìîì â
òî÷öi x

{Ft, t ∈ T} ôiëüòðàöiÿ

{Ω,F ,P} iìîâiðíiñíèé ïðîñòið

{E, E} âèìiðíèé ïðîñòið

{Nt, t ≥ 0} ïðîöåñ Ïóàññîíà

{Wt, t ≥ 0} ïðîöåñ Âiíåðà

=⇒ ñèìâîë çáiæíîñòi â îñíîâíîìó

N,Z,R,C ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ, öiëèõ, äiéñíèõ òà
êîìïåêñíèõ ÷èñåë

B (E) σ-àëãåáðà áîðåëåâèõ ìíîæèí íà ïðîñòîði E

FX σ-àëãåáðà, ïîðîäæåíà âèïàäêîâèì åëåìåíòîìX

K äåÿêèé êëàñ ìíîæèí

T òîïîëîãiÿ

1A iíäèêàòîð ìíîæèíè A

cl (A) çàìèêàííÿ ìíîæèíè A
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cov ñèìâîë êîâàðiàöi¨

int (A) âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè A

B áàçà äåÿêî¨ òîïîëîãi¨

D ñèìâîë äèñïåðñi¨

E ñèìâîë ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ

PX ðîçïîäië âèïàäêîâîãî åëåìåíòà X

µ (K) ìîíîòîííèé êëàñ, ïîðîäæåíèé êëàñîì K

L2→ ñèìâîë çáiæíîñòi â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó

Law→ ñèìâîë çáiæíîñòi çà ðîçïîäiëîì

P→ ñèìâîë çáiæíîñòi çà éìîâiðíiñòþ

w→ ñèìâîë ñëàáêî¨ çáiæíîñòi

∂A ãðàíèöÿ ìíîæèíè A

πJI êàíîíi÷íà ïðîåêöiÿ

σ (K) σ-àëãåáðà, ïîðîäæåíà êëàñîì K

$D (f, δ) ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíi D

A∆B ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ ìíîæèí A òà B

Beta (α, β) áåòà-ðîçïîäië

Binomial (n, p) áiíîìíèé ðîçïîäië

Cauchy (a) ðîçïîäië Êîøi

Cylt1,...,tn (B) âèìiðíèé öèëiíäð ç îñíîâîþ B òà îñÿìè
t1, . . . , tn

d (·, ·) ìåòðèêà

D[0,T ] ìíîæèíà ôóíêöié íà [0, T ] íåïåðåðâíèõ ñïðàâà
òà çi ñêií÷åííèìè ãðàíèöÿìè çëiâà

EA ïðîñòið ôóíêöié, çàäàíèõ íà ìíîæèíi A çi
çíà÷åííÿìè â ìíîæèíi E
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E∞ ìíîæèíà ïîñëiäîâíîñòåé, åëåìåíòè ÿêèõ
íàëåæàòü ìíîæèíi E

Ec = E ∪ {∞} îäíîòî÷êîâå êîìïàêòíå ðîçøèðåííÿ ïðîñòîðó

En = E × . . .× E ìíîæèíà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ, åëåìåíòè ÿêèõ
íàëåæàòü ìíîæèíi E

Erlang (n, λ) ðîçïîäië Åðëàíãà

Exp(λ) åêñïîíåíöiéíèé ðîçïîäië ç ñåðåäíiì 1/λ

f+ max{f, 0}

f− −min{f, 0}

Gamma (θ, β) ãàììà-ðîçïîäië

Multinomial (n; (p1, . . . , pn)) ïîëiíîìiàëüíèé ðîçïîäië

N(a, σ2) íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ñåðåäíiì a òà äèñïåðñi¹þ
σ2

Pois(λ) ðîçïîäië Ïóàññîíà ç ñåðåäíiì λ

Unif [a, b] ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië íà [a, b]

V ARp (f)t ïîâíà âàðiàöiÿ ôóíêöi¨ f íà [0, t]

varp (f)t âàðiàöiÿ ôóíêöi¨ f íà [0, t] âçäîâæ ïîñëiäîâíîãî
ðîçáèòòÿ

x ∨ y ìàêñèìóì ìiæ ÷èñëàìè x òà y

x ∧ y ìiíiìóì ìiæ ÷èñëàìè x òà y

cadlag ôóíêöi¨ áåç ðîçðèâiâ II ðîäó i íåïåðåðâíi ñïðàâà

caglad ôóíêöi¨ áåç ðîçðèâiâ II ðîäó i íåïåðåðâíi çëiâà

â ñ.êâ. â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó

â.â. âèïàäêîâà âåëè÷èíà

â.ï. âèïàäêîâèé ïðîöåñ

â.ô. âèïàäêîâà ôóíêöiÿ

ì.í. ìàéæå íàïåâíî

ì.ó. ìàéæå óñþäè
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1.ÅËÅÌÅÍÒÈ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎÃÎ ÀÍÀËIÇÓ

Ñòîõàñòè÷íèé àíàëiç2 � ðîçäië òåîði¨ â.ï., ó ÿêîìó äëÿ â.ô. ðîçãëÿäàþòü
çàäà÷i àíàëîãi÷íi äî çàäà÷ àíàëiçó äåòåðìiíîâàíèõ ôóíêöié. Íàé÷àñòiøå
öåé àíàëiç ïåðåäáà÷à¹ äîñëiäæåííÿ ïèòàíü çáiæíîñòi, íåïåðåðâíîñòi,
äèôåðåíöiéîâíîñòi, iíòåãðîâíîñòi (ó âiäïîâiäíîìó ñåíñi) òà âèìiðíîñòi, à
òàêîæ ¨õ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ.

1.1.Ïîíÿòòÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó

Íåõàé {Ω,F ,P} � ïîâíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið, T � ïàðàìåòðè÷íà
ìíîæèíà, {Et, Et}t∈T � ñiì'ÿ âèìiðíèõ ïðîñòîðiâ.

Âèçíà÷åííÿ. Ôóíêöiþ Xt (ω) = X (t, ω) çàäàíó íà äåêàðòîâîìó äîáóòêó
T × Ω íàçèâàþòü âèïàäêîâîþ (â ïðîñòîði ×t∈TEt), ÿêùî

∀t ∈ T,B ∈ Et : {ω ∈ Ω : Xt (ω) ∈ B} ∈ F .

ßêùî ∀t ∈ T : {Et, Et} = {E, E}, òî {E, E} íàçèâàþòü ôàçîâèì ïðîñòîðîì
â.ô.

Ïåðåâàæíî áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÷èñëîâi ôàçîâi ïðîñòîðè. Â öüîìó
âèïàäêó â.ô. ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñiì'þ â.â. çi çíà÷åííÿìè â ìíîæèíi äiéñíèõ
àáî êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé X = {Xt, t ∈ T} � â.ô., òîäi

• ∀ω ∈ Ω ôóíêöiþ Xt (ω) íàçèâàþòü ðåàëiçàöi¹þ àáî òðà¹êòîði¹þ,

• ∀t ∈ T âèïàäêîâèé åëåìåíò Xt (ω) íàçèâàþòü ïåðåðiçîì.

Âiäïîâiäíî ó ñòîõàñòè÷íîìó àíàëiçi ðîçãëÿäàþòü âëàñòèâîñòi
òðà¹êòîðié ôóíêöié, ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî ïåðåðiçè öèõ ôóíêöié âèïàäêîâi.

Âïðàâà 1.1. Íåõàé ξ = ξ (ω) � äåÿêà â.â. çàäàíà íà {Ω,F ,P} i ìà¹
äèñêðåòíèé ðîçïîäië (

0 1 2
1
3

1
3

1
3

)
.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Xt = Xt (ω) = tξ(ω), t ≥ 0, ω ∈ Ω. Ïîêàçàòè, ùî
X = {Xt, t ≥ 0} âèçíà÷à¹ â.ô., îïèñàòè ¨¨ òðà¹êòîði¨ òà ïåðåðiçè.

Âèçíà÷åííÿ. Â.ô. íàçèâàþòü â.ï., ÿêùî T ⊂ R òà âèïàäêîâèì ïîëåì, ÿêùî
T ⊂ Rn, n ≥ 2.3

2Âiäìiòèìî, ùî â àíãëîìîâíié ëiòåðàòóði ðîçäië �stochastic calculus� ïîçâ'ÿçóþòü ç òåîðiþ ñòîõàñòè÷íèõ
äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü.

3Â áàãàòüîõ äæåðåëàõ â.ï. âèçíà÷àþòü â øèðøîìó ñåíñi ÿê â.ô. Ïðè öüîìó òåðìií âèïàäêîâå ïîëå
âæèâàþòü ëèøå ùîá ïiäêðåñëèòè áàãàòîâèìiðíiñòü ïàðàìåòðè÷íî¨ ìíîæèíè.
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Äëÿ â.ï. àðãóìåíò t çàçâè÷àé iíòåðïðåòóþòü ÿê ïàðàìåòð ÷àñó, òîäi
ãîâîðÿòü, ùî {Xt, t ≥ 0} âèçíà÷à¹ äèíàìiêó äåÿêîãî ïîêàçíèêà. Íàïðèêëàä,
äèíàìiêó âàðòîñòi äåÿêîãî àêòèâó íà ôiíàíñîâîìó ðèíêó àáî êiëüêîñòi
ðå÷îâèíè, îòðèìóâàíî¨ âíàñëiäîê õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨. Âèïàäêîâi ïîëÿ ìîæóòü
ñëóãóâàòè ÿê ìîäåëi, ùî îïèñóþòü ñòîõàñòè÷íi ÿâèùà ÿê â ïðîñòîðîâié òàê i
â ÷àñîâié øêàëi. Íàïðèêëàä, ïîïèò íà ïåâíó ïðîäóêöiþ â ðiçíèõ ðåãiîíàõ àáî
ìàñó ïëàíêòîíó â òîâùi äåÿêî¨ âîäîéìè.

Â.ô. X âèçíà÷åíà ç òî÷íiñòþ äî ¨¨ ðîçïîäiëó PX = P ◦ X−1

� iìîâiðíiñíî¨ ìiðè íà ïðîñòîði ôóíêöié ç âiäïîâiäíîþ σ-àëãåáðîþ
öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí {×t∈TEt,⊗t∈TEt}. Â.ô. ââàæà¹ìî çàäàíîþ, ÿêùî
çàäàíèé ðîçïîäië íà {×t∈TEt,⊗t∈TEt}. Ïðè öüîìó ÿê {Ω,F} ìîæåìî âçÿòè
ïðîñòið {×t∈TEt,⊗t∈TEt}, i òîäi â.ô. âèçíà÷åíà ÿê X· (ω) = ω (·), à P = PX .
Âiäïðàâíîþ òî÷êîþ äëÿ ïîáóäîâè ìiðè íà ïðîñòîði ôóíêöié, à çíà÷èòü i
àíàëiçó â.ô., ¹ ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè � éìîâiðíiñíi ìiðè:

Pt1,...,tn (B1 × · · · ×Bn) = P {Xt1 ∈ B1, . . . , Xtn ∈ Bn} ,

äå ti ∈ T , Bi ∈ Eti, i = 1, n, n ∈ N.

Âïðàâà 1.2. Ïîêàçàòè, ùî äîñòàòíüî çàäàòè Pt1,...,tn íà ìíîæèíàõ âèäó

B1 × . . .×Bn, Bi ∈ Eti, i = 1, n, n ∈ N,

äëÿ òîãî, ùîá ãîâîðèòè, ùî îäíîçíà÷íî çàäàíi éìîâiðíiñíi ìiðè íà
{×ni=1Eti,⊗ni=1Eti}.

Ïðèêëàä (ïðîöåñ ç äèñêðåòíîþ ìíîæèíîþ çíà÷åíü). Íåõàé {Ω,F ,P} =
= {[0, 1] ,B [0, 1] , `}. Âèçíà÷èìî â.ô. äëÿ t ∈ [0, 1] ÿê

ξt (ω) =

{
1, t ≤ ω,

0, t > ω.

Çîáðàçèìî òðà¹êòîði¨ äëÿ ξ (äèâ. ðèñ. 1.1.) òà çíàéäåìî îäíî- òà äâîâèìiðíi
ðîçïîäiëè.

Íåõàé t ∈ [0, 1] òà B ∈ B [0, 1], òîäi áåçïîñåðåäíüî çà îçíà÷åííÿì ξt òà
ìiðè P äëÿ îäíîâèìiðíîãî ðîçïîäiëó îòðèìà¹ìî òàêå ïîäàííÿ

Pt (B) = P {ω ∈ Ω : ξt (ω) ∈ B} =

= P ({ω ≥ t : ξt (ω) ∈ B} ∪ {ω < t : ξt (ω) ∈ B}) =

= P {ω ≥ t : 1 ∈ B} ∪ {ω < t : 0 ∈ B} =

= ` ([t, 1))1B (1) + ` ([0, t))1B (0) =


0, 0, 1 /∈ B,
t, 0 ∈ B, 1 /∈ B
1− t, 1 ∈ B, 0 /∈ B
1, 0, 1 ∈ B.
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ξt(ω)

t

ω
1

1

ξt(ω0)

t

1

ω0

Ðèñ. 1.1. Òðà¹êòîði¨ ξt (ω)

Iíøèìè ñëîâàìè, îäíîâèìiðíi ðîçïîäiëè äàíî¨ â.ô. ¹ äèñêðåòíèìè

ðîçïîäiëàìè

(
0 1
t 1− t

)
, t ∈ [0, 1].

Àíàëîãi÷íî, äâîâèìiðíi ðîçïîäiëè, ÿê ðîçïîäiëè âèïàäêîâîãî âåêòîðà
(ξt1, ξt2), t1, t2 ∈ [0, 1], òàêîæ ¹ äèñêðåòíèìè, òîìó äîñòàòíüî ¨õ çàäàòè íà
ìíîæèíàõ âèäó B1 ×B2, äå Bi = {0} àáî {1}:

Pt1,t2 ({0} × {0}) = P {ω ∈ Ω : ξt1 (ω) = 0, ξt2 (ω) = 0} =

= P {ω ∈ Ω : ω < t1, ω < t2} = ` ([0, t1) ∩ [0, t2)) = ` ([0, t1 ∧ t2)) = t1 ∧ t2,

Pt1,t2 ({0} × {1}) = ` ([0, t1) ∩ [t2, 1]) =

{
0, t1 ≤ t2,

t1 − t2, t1 > t2,

Pt1,t2 ({1} × {0}) = ` ([t1, 1] ∩ [0, t2)) =

{
t2 − t1, t1 ≤ t2,

0, t1 > t2,

Pt1,t2 ({1} × {1}) = ` ([t1, 1] ∩ [t2, 1]) = 1− t1 ∨ t2.
Ç îòðèìàíèõ ñïiââiäíîøåíü ìà¹ìî ∀t1, t2 ∈ [0, 1]:

Pt1,t2 ({0} × {0}) = Pt2,t1 ({0} × {0}) ,Pt1,t2 ({1} × {1}) = Pt2,t1 ({1} × {1}) ,
Pt1,t2 ({0} × {1}) = Pt2,t1 ({1} × {0}) ,

ùî öiëêîì ¹ ïåðåäáà÷óâàíèì ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ
ðîçïîäiëiâ (ìà¹ ìiñöå âëàñòèâiñòü iíâàðiàíòíîñòi çà ïåðåñòàíîâêàìè).
Âiäïîâiäíî, äîñòàòíüî çàäàòè Pt1,t2 ëèøå äëÿ âèïàäêó t1 < t2, òîäi çàâæäè
âèçíà÷åíèé Pt2,t1 ÿê

Pt2,t1 (B2 ×B1) = Pt1,t2 (B1 ×B2)
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ηt(ω)

t

ω

1

1

2

2

ηt(ω)

t

1

ηt(2)

ηt(1)

2

Ðèñ. 1.2. Òðà¹êòîði¨ ηt (ω)

Âiäìiòèìî, ÿêùî t1 = t2, òî äâîâèìiðíèé ðîçïîäië âèçíà÷åíèé îäíîâèìiðíèì:

Pt1,t1 (B1 ×B2) = Pt1 (B1 ∩B2) .

Îòæå, äâîâèìiðíi ðîçïîäiëè Pt1,t2, 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1, ¹ äèñêðåòíèìè ðîçïîäiëàìè
íà [0, 1]× [0, 1] âèäó

ξt1\ ξt2 0 1
0 t1 0
1 t2 − t1 1− t2

.

Ïðèêëàä (ïðîöåñ íà äèñêðåòíîìó ïðîñòîði). Íåõàé Ω = {1, 2}, F =
= {∅,Ω, {1} , {2}}, P ({1}) = 1

2 òà P ({2}) = 1
2 . Âèçíà÷èìî â.ô. äëÿ t ∈ [0, 1]

ÿê

ηt (ω) =

{
t, ω = 1,

2t, ω = 2.

Ïîáóäó¹ìî òðà¹êòîði¨ (äèâ. ðèñ. 1.2.) òà çíàéäåìî ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè.

Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ηt, ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè ìîæåìî çàäàòè
ëèøå íà îäíîòî÷êîâèõ ìíîæèíàõ:

Pt ({t}) = P {ηt ∈ {t}} = P ({1}) =
1

2
,Pt ({2t}) =

1

2

òà

Pt1,...,tn ({t1} × · · · × {tn}) =
1

2
,Pt1,...,tn ({2t1} × · · · × {2tn}) =

1

2
.

Òîáòî, ñêi÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè Pt1,...,tn ¹ äèñêðåòíèìè íà [0, 2]n ç äâîìà
ðiâíîéìîâiðíèìè àòîìàìè (t1, . . . , tn) òà (2t1, . . . , 2tn).
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Ðèñ. 1.3. Îäíîâèìiðíi ðîçïîäiëè Xt

Ïðèêëàä (ïðîöåñ ÷åêàííÿ íàñòàííÿ ïîäi¨). Íåõàé â.â. τ çi çíà÷åííÿìè íà
[0, 1] ìà¹ íåïåðåðâíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó F , {Xt, t ∈ [0, 1]} � â.ô. âèçíà÷åíà
ÿê

Xt (ω) = 1{t≥τ} (ω) .

Âèçíà÷èìî ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè Xt.
Äëÿ äîâiëüíèõ 0 ≤ t1 < · · · < tm ≤ 1 â.â.Xt1, . . . ,Xtm ìîæóòü íàáóâàòè

ëèøå çíà÷åííÿ 0 àáî 1, êðiì òîãî, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî i = 1,m: Xti = 1, òî ì.í.
∀j > i :Xtj = 1. Òîìó ñïiëüíèé ðîçïîäië (Xt1, . . . , Xtm) çîñåðåäæåíèé â òî÷êàõ

z0 = (1, . . . , 1) , z1 = (0, 1, . . . , 1) , . . . , zm−1 = (0, . . . , 0, 1)

òà
zm = (0, . . . , 0) .

Òå, ùî (Xt1, . . . , Xtm) = zj, j = 1,m− 1, îçíà÷à¹, ùî Xtj = 0 òà Xtj+1
= 1,

òîáòî, ùî τ ∈ (tj, tj+1]. Çíà÷èòü,

Pt1,...,tm (zj) = P {tj < τ ≤ tj+1} = F (tj)− F (tj−1) , j = 1,m− 1,

Pt1,...,tm (zm) = 1− F (tm)

òà
Pt1,...,tm (z0) = F (t1) .

Ïðèêëàä (ñòàòèñòè÷íå ìîäåëþâàííÿ. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî). Ïðèïóñòèìî,
ùî â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi τ ∼ Beta (a, b), òîáòî, ùî ùiëüíiñòü öüîãî
ìîìåíòó

f (s) =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
s(a−1)(1− s)(b−1), s ∈ [0, 1] , a, b > 0.

Òîäi îäíîâèìiðíèé ðîçïîäië â.ô. Xt ìà¹ âèãëÿä (äëÿ âèïàäêó a = 1, b = 2
äèâ. ðèñ. 1.3. òà àëãîðèòì 1).
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Àëãîðèòì 1 Ïîáóäîâà îäíîâèìiðíîãî ðîçïîäiëó Xt ç a = 1, b = 2

require(scatterplot3d)
a <- 1; b <- 2;
t1 <- seq(0, 1, length = 25)
prob <- pbeta(t1 , a, b)
dat0 <- data.frame(t = t1 , z = 0, Ptz = prob)
dat1 <- data.frame(t = t1 , z = 1, Ptz = 1-prob)
plt <- scatterplot3d(dat , type = "l", grid = TRUE ,

ylim = c(0,1), box = F, lwd = 2, angle = 125)
plt$points3d(dat1 , type = "l", lwd = 2)

Pt (z) = P {Xt = z} =


∫ t

0 f (s) ds, z = 1,∫ 1

t f (s) ds, z = 0,

0, z 6= 0, 1.

Çîêðåìà, EXt =
∫ t

0 f (s) ds, äå çíà÷åííÿ iíòåãðàëó çà ôiêñîâàíèõ çíà÷åíü
ïàðàìåòðiâ ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíèõ ïðîöåäóð. Ðîçãëÿíåìî
îäíó ç íèõ, ùî ìà¹ íàçâó ïðîñòèé ìåòîä Ìîíòå Êàðëî (crude Monte Carlo
method). Çà öi¹þ ïðîöåäóðîþ äëÿ ïîøóêó íåâiäîìî¨ âåëè÷èíè θ ïîäà¹ìî ¨¨ ÿê
ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ äåÿêî¨ â.â. ξ: θ = Eξ. ßêùî

{
ξi, i = 1, n

}
� íåçàëåæíi

ðåàëiçàöi¨ ξ, òîäi ÿê îöiíêó äëÿ θ âiçüìåìî

θ̂ =
1

n

n∑
i=1

ξi.

ßêùî Eξ2 < ∞, òî, ñïèðàþ÷èñü íà ÖÃÒ, çà äîñòàòíüî âåëèêîãî n ìà¹ìî4

òàêèé äîâið÷èé iíòåðâàë ç ðiâíåì äîâiðè 1− α(
θ̂ − z1−α/2

σ̂θ̂√
n
, θ̂ + z1−α/2

σ̂θ̂√
n

)
,

äå zα � íèæíié α-êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó:

P {ζ < zα} = α, ζ ∼ N (0, 1), òà σ̂2
θ̂

= 1
n

∑n
i=1

(
ξi − θ̂

)2

. Îñêiëüêè â äàíîìó

ïðèêëàäi θ âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü ïîäi¨ {τ ≤ t}, òî äîâið÷èé iíòåðâàë ìîæíà
ïåðåïèñàòè ÿê (

p̂− z1−α/2

√
p̂ (1− p̂)

n
, p̂+ z1−α/2

√
p̂ (1− p̂)

n

)
,

4Çà âåëèêèõ çíà÷åíü σ̂θ̂ ìîæå çíàäîáèòèñü äóæå âåëèêå n. Â öüîìó âèïàäêó âàðòî çàñòîñóâàòè
ìåòîäè çìåíøåííÿ äèñïåðñi¨ (äèâ., íàïðèêëàä, Ðîçäië 3 â Ìèõàéëîâ Ã.À., Âîéòèøåê À.Â. ×èñëåííîå
ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî: ó÷åá. ïîñîáèå äëÿ ñòóä. âóçîâ. Ì.: Èçäàòåëüñêèé
öåíòð �Àêàäåìèÿ�, 2006).
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Àëãîðèòì 2 Ðîçðàõóíîê 95% äîâið÷îãî iíòåðâàëó äëÿ P
{
X1/2 = 1

}
çà

ìåòîäîì Ìîíòå Êàðëî

set.seed (112)
N<-1000;a<-1;b<-2;
tau <-rbeta(N,a,b)
p_hat <-mean(tau <=1/2)
z_a<-qnorm (1 -0.05/2)
p_CI<-p_hat+c(-1,1)*z_a*sqrt(p_hat*(1-p_hat)/N)
plot(0, xlim =c(0.7 ,0.8) ,

axes = FALSE ,ylab="",xlab="")
segments(p_CI[1],0,p_CI[2],0,lwd =3)
points(pbeta(1/2,a,b),0,lwd=3)
text(p_CI,c(0.15 ,0.15) , round(p_CI ,2))
text(pbeta(1/2,a,b),0.15, round(pbeta(1/2,a,b),2))

Ðèñ. 1.4. Äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ P
{
X1/2 = 1

}
äå p̂ = # {i : τi ≤ t}, à

{
τi, i = 1, n

}
� âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Beta (a, b)5 (äèâ.

ðèñ. 1.4. òà àëãîðèòì 2).

Âïðàâà 1.3. Çàñòîñîâóþ÷è íèæíié α-êâàíòèëü ðîçïîäiëó Êîëìîãîðîâà,
ïîáóäóâàòè äîâið÷ó çîíó äëÿ P {Xt = 1} , t ∈ [0, 1], äëÿ ïðîöåñó âèçíà÷åíîãî
â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi.

Îñíîâíi êëàñè ïðîöåñiâ

Â çàëåæíîñòi âiä âëàñòèâîñòåé ðîçïîäiëiâ âèäiëÿþòü òàêi êëàñè â.ï.:
1. Ïðîöåñè ç íåçàëåæíèìè çíà÷åííÿìè. Ïðîöåñ {ξt, t ∈ T} íàçèâàþòü

ïðîöåñîì ç íåçàëåæíèìè çíà÷åííÿìè, ÿêùî ∀ti ∈ T , Bi ∈ E , i = 1, n:

Pt1,...,tn (B1 × . . .×Bn) =
n∏
i=1

Pti (Bi) .

Ç ïðàêòè÷íî¨ òî÷êè çîðó ðåàëiçàöi¨ òàêèõ ïðîöåñiâ ¹ çàíàäòî íåðåãóëÿðíi, i
òîìó ðîçãëÿäàþòü ¨õ ïåðåâàæíî äëÿ äèñêðåòíîãî ÷àñó.

2. Ïðîöåñè ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè. Ïðîöåñ {ξt, t ∈ T} íàçèâàþòü
ïðîöåñîì ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè, ÿêùî ∀t0 < t1 < · · · < tn ∈ T â.â. ξt0,

5Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ÷àñòîòà p̂ âèéøëà ðiâíîþ 0, òî äîâið÷èé iíòåðâàë çà öi¹þ ôîðìóëîþ ìàòèìå
âèãëÿä (0, 0). Iìîâiðíiñòü òàêî¨ ïîäi¨ äîðiâíþ¹ (1− p)n, òîäi ç íåðiâíîñòi (1− p)n ≤ α ìà¹ìî p ≤ 1 − α 1

n

àáî, çàñòîñîâóþ÷è ëiíiéíå íàáëèæåííÿ 1−α 1
n = 1−e 1

n lnα ≈ − lnα
n , îòðèìà¹ìî áiëüø âiäïîâiäíèé äîâið÷èé

iíòåðâàë âèäó
(
0,− lnα

n

)
.
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ξt1 − ξt0, . . . , ξtn − ξtn−1 íåçàëåæíi. Òîáòî, ∀Ai ∈ B (R), i = 0, n, n ∈ N, ìà¹ìî

P
{
ξt0 ∈ A0, ξt1 − ξt0 ∈ A1, . . . , ξtn − ξtn−1 ∈ An

}
=

= P {ξt0 ∈ A0} ×
n∏
i=1

P
{
ξti − ξti−1 ∈ Ai

}
.

Áàçîâèìè ïðèêëàäàìè òàêèõ ïðîöåñiâ ¹
à) âèïàäêîâå áëóêàííÿ Sn =

∑n
k=1 ξk, äå {ξk, k ∈ N} � ïðîöåñ ç

íåçàëåæíèìè îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè çíà÷åííÿìè;
á) ïðîöåñ Ïóàññîíà {Nt, t ≥ 0} ç iíòåíñèâíiñòþ λ > 0 � ïðîöåñ ç

íåçàëåæíèìè ïóàññîíîâî ðîçïîäiëåíèìè ïðèðîñòàìè, ∆Nt = Nt+∆t − Nt ∼
Pois (λ∆t), ∆t > 0;

â) ïðîöåñ Âiíåðà {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ ç íåçàëåæíèìè íîðìàëüíî
ðîçïîäiëåíèìè ïðèðîñòàìè, ∆Wt ∼ N (0,∆t).

Âïðàâà 1.4. Äîâåñòè, ùî ñóìà äâîõ íåçàëåæíèõ ïðîöåñiâ ç íåçàëåæíèìè
ïðèðîñòàìè òàêîæ ìà¹ íåçàëåæíi ïðèðîñòè.

3. Êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíi ïðîöåñè (ïðîöåñè II ïîðÿäêó àáî ïðîöåñè
ïðîñòîðó L2). Ïðîöåñ {ξt, t ∈ T} íàçèâàþòü ïðîöåñîì II ïîðÿäêó, ÿêùî

E |ξt|2 <∞,∀t ∈ T.

Îñíîâíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîöåñiâ II ïîðÿäêó ¹ ôóíêöiÿ ñåðåäíiõ

mt = Eξt

òà êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ

γs,t = cov (ξs, ξt) = E (ξs −ms) (ξt −mt).

Âèäiëÿþòü òàêi ïiäêëàñè:
à) ïðîöåñè Ãàóññà: ∀t1, t2, . . . , tn ∈ T âåêòîð (ξt1, . . . , ξtn) ìà¹

íîðìàëüíèé ðîçïîäië. Âiäìiòèìî, ùî ôóíêöiÿ ñåðåäíiõ òà êîâàðiàöiéíà
ôóíêöiÿ îäíîçíà÷íî çàäàþòü ðîçïîäië ïðîöåñó Ãàóññà;

á) ïðîöåñè ç íåêîðåëüîâàíèìè ïðèðîñòàìè (ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè
ó øèðîêîìó ñåíñi):

∀t0 ≤ t1 ≤ t2 ∈ T, cov (ξt1 − ξt0, ξt2 − ξt1) = 0.

ßêùî äîäàòêîâî Eξt = 0, òî òàêi ïðîöåñè íàçèâàþòü ïðîöåñàìè
ç îðòîãîíàëüíèìè ïðèðîñòàìè. Êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ïðîöåñ ç
íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè çàâæäè ¹ ïðîöåñîì ç íåêîðåëüîâàíèìè ïðèðîñòàìè,
çâîðîòí¹ âêëþ÷åííÿ ìîæåìî ãàðàíòóâàòè äëÿ ïðîöåñiâ Ãàóññà;
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â) ñòàöiîíàðíi ïðîöåñè (ó øèðîêîìó ñåíñi): ∀t, s ∈ T , t + h, s + h ∈ T
ìà¹ìî

mt+h = mt

òà
γs+h,t+h = γs,t.

4. Ñòàöiîíàðíi ïðîöåñè (ó âóçüêîìó ñåíñi). Ïðîöåñ {ξt, t ∈ T}
íàçèâàþòü ñòàöiîíàðíèì ïðîöåñîì ó âóçüêîìó ñåíñi, ÿêùî ñêií÷åííî âèìiðíi
ðîçïîäiëè ïðîöåñó iíâàðiàíòíi ïî çñóâó ÷àñó: ∀n ∈ N, ti, ti + h ∈ T , Bi ∈ E ,
i = 1, n:

Pt1+h,...,tn+h (B1 × . . .×Bn) = Pt1,...,tn (B1 × . . .×Bn) .

Âiäìiòèìî, ùî ïðîöåñè II ïîðÿäêó ñòàöiîíàðíi ó âóçüêîìó ñåíñi òàêîæ
ñòàöiîíàðíi i ó øèðîêîìó ñåíñi, çâîðîòí¹ òâåðäæåííÿ ìà¹ ìiñöå äëÿ ïðîöåñiâ
Ãàóññà. Ïðîöåñè, ÿêi ìàþòü ñòàöiîíàðíi ó âóçüêîìó ñåíñi ïðèðîñòè íàçèâàþòü
îäíîðiäíèìè. Îäíîðiäíi ïðîöåñè ç òðà¹êòîðiÿìè áåç ðîçðèâiâ II ðîäó òà
íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè íàçèâàþòü ïðîöåñàìè Ëåâi.

5. Ìàðêîâñüêi ïðîöåñè. Íåõàé íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði {Ω,F ,P}
çàäàíà ñiì'ÿ âêëàäåíèõ σ-àëãåáð {Ft, t ∈ T}:

Fs ⊂ Ft ⊂ F ,∀s ≤ t ∈ T,

ïîïîâíåíèõ çà ìiðîþ P (ïîâíà ôiëüòðàöiÿ). Ïðîöåñ {ξt, t ∈ T} íàçèâàþòü
ìàðêîâñüêèì, ÿêùî ∀t ∈ T , ξt ¹ Ft-âèìiðíèì (óçãîäæåíèé ç ôiëüòðàöi¹þ)
òà ∀A ∈ σ {ξt, t ≥ s} ì.í.

P (A|Fs) = P (A|ξs) .

Çàâäàííÿ 1. Íåõàé {ξt, t ≥ 0} � äiéñíèé â.ï. ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè.
Ïîêàçàòè, ùî ∀0 ≤ t1 < . . . < tn:

P {ξtn ∈ B|ξt1, . . . , ξtn} = P
{
ξtn ∈ B|ξtn−1

}
.

Òîáòî, ùî öåé ïðîöåñ ìà¹ ìàðêiâñüêó âëàñòèâiñòü.

6.Ìàðòèíãàëè. Íåõàé ïîâíà ôiëüòðàöiÿ {Ft, t ∈ T} íåïåðåðâíà ñïðàâà:

Ft = ∩s>tFs.

Ïðîöåñ {ξt, t ∈ T} íàçèâàþòü ìàðòèíãàëîì, ÿêùî

1. ∀t ∈ T : E |ξt| <∞;

2. ∀t ∈ T : ξt ¹ Ft-âèìiðíèì;

3. ∀s ≤ t ∈ T : E (ξt|Fs) = ξs.
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ßêùî â óìîâi 3) çíàê ðiâíîñòi çàìiíèòè íà çíàê ≥, òî ìà¹ìî îçíà÷åííÿ
ñóáìàðòèíãàëà, ÿêùî æ íà çíàê ≤, òî � ñóïåðìàðòèíãàëà.

Çàâäàííÿ 2. Íåõàé {ξt, t ≥ 0} � äiéñíèé â.ï. ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè
òà E |ξt| < ∞. Ïîêàçàòè, ùî {ξt − Eξt, t ≥ 0} ¹ ìàðòèíãàë âiäíîñíî
∩s>tσ {ξu, u ≤ s}.

Ç îçíà÷åíü êëàñiâ â.ï. âèïëèâà¹, ùî äëÿ òîãî ùîá çàäàòè ïðîöåñ ç
íåçàëåæíèìè çíà÷åííÿìè äîñòàòíüî çàäàòè ëèøå îäíîâèìiðíi ðîçïîäiëè. À
äëÿ ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè äîñòàòíüî çàäàòè ðîçïîäië ξ0 òà
ðîçïîäië ïðèðîñòó ξt − ξs. Öå òâåðäæåííÿ ìîæíà óòî÷íèòè.

Òåîðåìà 1.1 (ïðî iñíóâàííÿ ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè çà
çàäàíîãî ðîçïîäiëó ïðèðîñòó). Äëÿ òîãî, ùîá iñíóâàâ â.ï. ç íåçàëåæíèìè
ïðèðîñòàìè {ξt, t ≥ 0} íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá õ.ô. ïðèðîñòiâ

φst (α) = Eeıα(ξt−ξs)

äëÿ äîâiëüíèõ 0 ≤ s < u < t <∞ çàäîâîëüíÿëè óìîâi

φst (α) = φsu (α)φut (α) .

Ïðè öüîìó ðîçïîäië äëÿ ξ0 ìîæíà îáðàòè äîâiëüíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {ξt, t ≥ 0} � ïðîöåñ ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè, òîäi äëÿ
äîâiëüíèõ 0 ≤ s < u < t <∞ :

φst (α) = Eeıα(ξt−ξs) = Eeıα(ξt±ξu−ξs) = Eeıα(ξt−ξu)Eeıα(ξu−ξs) = φsu (α)φut (α) .

Òîáòî óìîâà òåîðåìè âèêîíàíà.
Íåõàé ìà¹ìî äåÿêó õ.ô. φ0 (α) òà ñiì'þ õ.ô. {φst (α) , 0 ≤ s < t}, äëÿ

ÿêèõ âèêîíàíà óìîâà φst(α) = φsu (α)φut (α). Äîâèçíà÷èìî φ00 (α) = 1 i äëÿ
0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn çàäàìî ñêií÷åííî âèìiðíi ðîçïîäiëè Pt0,...,tn ñâî¨ìè õ.ô.

ϕt0,...,tn (α0, . . . , αn) =

∫
Rn+1

eı
∑n
k=0 αkxkPt0,...,tn (dx0, . . . , dxn) ,

ÿêi âèçíà÷åíi ÿê

ϕt0,...,tn (α0, . . . , αn) = φ0 (α0 + . . .+ αn)φ0t0 (α0 + · · ·+ αn)×
× φt0t1 (α1 + · · ·+ αn)× · · · × φtn−1tn (αn) .

Çîêðåìà, ϕt (α) = φ0 (α)φ0t (α), t ≥ 0. Çàóâàæèìî ùî öå îçíà÷åííÿ êîðåêòíå,
îñêiëüêè äîáóòîê õ.ô. âèçíà÷à¹ õ.ô. âèïàäêîâîãî âåêòîðà ç íåçàëåæíèìè
êîìïîíåíòàìè. Ïîêàæåìî, ùî òàê âèçíà÷åíà ñiì'ÿ ðîçïîäiëiâ óçãîäæåíà. Äëÿ
öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

ϕt0,...,ti,...,tn (α0, . . . , 0, . . . , αn) = ϕt0,...,ti−1,ti+1,...,tn (α0, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn) .

16



Çàçíà÷åíà ðiâíiñòü áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ õ.ô. ϕt0,...,tn òà φst:

ϕt0,...,ti−1,ti,ti+1,...,tn (α0, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn) =

= φ0 (α0 + · · ·+ αi−1 + 0 + αi+1 + · · ·+ αn)×
× φ0t0 (α0 + · · ·+ αi−1 + 0 + αi+1 + · · ·+ αn)× · · ·×

× φti−1ti (0 + αi+1 + · · ·+ αn)φtiti+1
(αi+1 + · · ·+ αn) . . . φtn−1tn (αn) =

= φ0 (α0 + · · ·+ αi−1 + αi+1 + · · ·+ αn)× · · · × φti−1ti+1
(αi+1 + · · ·+ αn)×

× . . . φtn−1tn (αn) = ϕt0,...,ti−1,ti+1,...,tn (α0, . . . αi−1, αi+1, . . . , αn) .

Òîäi çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà ïðî óçãîäæåíó ñiì'þ éìîâiðíiñíèõ ìið iñíó¹
â.ï. {ξt, t ≥ 0} çi ñêií÷åííîâèìiðíèìè ðîçïîäiëàìè Pt0,...,tn. Áiëüø òîãî, äëÿ
õ.ô. ïðèðîñòiâ ìà¹ìî

Eeıα(ξti−ξti−1) = Eeı(αξti−αξti−1) = ϕti−1ti (−α, α) =

= φ0 (−α + α)φ0ti−1 (−α + α)φti−1ti (α) = φti−1ti (α) ,

òîáòî õ.ô. φst (α) âèçíà÷àþòü õ.ô. äëÿ ξt− ξs, ÿêùî s < t. Îòæå, çàëèøèëîñü
ïîêàçàòè, ùî ïðèðîñòè öüîãî ïðîöåñó ¹ íåçàëåæíèìè, à äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ïîêàçàòè, ùî õ.ô. âåêòîðà

(
ξt0, ξt1 − ξt0, . . . , ξtn − ξtn−1

)
äîðiâíþ¹ äîáóòêó õ.ô.

êîìïîíåíò. Äiéñíî,

Eeıα0ξt0+ı
∑n
k=1 αk(ξtk−ξtk−1) = Eeı

∑n−1
k=0(αk−αk+1)ξtk+ıαnξtn =

= φ0 (α0)φ0t0 (α0)φt0t1 (α1)× . . .× φtn−1tn (αn) =

= Eeiα0ξt0

n∏
k=1

Eeiαk(ξtk−ξtk−1).

Ç äàíî¨ òåîðåìè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü ïðîöåñè ç
íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè, ïðèðîñòè ÿêèõ ìàþòü õ.ô.

φst (α) = eλ(t−s)(eıα−1), 0 ≤ s < t, λ > 0.

Òîáòî, ç ïóàññîíîâî ðîçïîäiëåíèìè ïðèðîñòàìè ç ïàðàìåòðîì λ (t− s).
Âïðàâà 1.5. 1. Äîâåñòè, ùî íå iñíó¹ ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè,

äëÿ ÿêîãî ξ0 ∼ U [−1, 1], à ξ1 ∼ Erlang (λ, 2).

2. Äîâåñòè, ùî iñíó¹ îäíîðiäíèé ïðîöåñ ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè
{ξt, t > 0} òàêèé, ùî ξt ìà¹ ðîçïîäië Êîøi.

Çàâäàííÿ 3. Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ îäíîðiäíèé ïðîöåñ ç íåçàëåæíèìè
ïðèðîñòàìè {ξt, t > 0} iç çàäàíîþ ñiì'¹þ îäíîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ {Pt, t > 0}
íà R, äëÿ ÿêèõ ìà¹ìî Pt+s = Pt ∗ Ps, t, s > 0. Âèçíà÷èòè ñêií÷åííîâèìiðíi
ðîçïîäiëè äëÿ ξ.
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1.2.Ñòîõàñòè÷íà åêâiâàëåíòíiñòü

Íåõàé {Ω,F ,P} � ïîâíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið, T � äåÿêà ïàðàìåòðè÷íà
ìíîæèíà, {Et, Et}t∈T � ñiì'ÿ ïîëüñüêèõ ïðîñòîðiâ. Çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà
ïðî óçãîäæåíó ñiì'þ éìîâiðíiñíèõ ìið ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè çàäàþòü
ðîçïîäië â.ô., à çíà÷èòü, i ñàìó â.ô. Ïðîòå öi ðîçïîäiëè âçàãàëi-òî íå
âèçíà÷àþòü âëàñòèâîñòi ¨¨ òðà¹êòîðié.

Çàâäàííÿ 4. Ïðèïóñòèìî, ùî T = R i îäíîâèìiðíi ðîçïîäiëè âèçíà÷åíi ÿê

Pt ({0}) = 1, t ∈ T.

Ïîáóäóâàòè ïðèêëàäè éìîâiðíiñíèõ ïðîñòîðiâ {Ω,F ,P} òà â.ï. {ξt, t ∈ T}
iç çàäàíèìè îäíîâèìiðíèìè ðîçïîäiëàìè òàêi, ùî ïîäiÿ B = {ξt = 0,∀t ∈ T}
¹

1) íåâèìiðíà;
2) âèìiðíà òà P (B) = 1;
3) âèìiðíà òà P (B) = 0.

Îäèí çi ñïîñîáiâ ïîáóäóâàòè â.ô. iç çàäàíèìè ñêií÷åííîâèìiðíèìè
ðîçïîäiëàìè òà òðà¹êòîðiÿìè ç äåÿêîãî ïðîñòîðó � öå çâóçèòè àáî
ïåðåáóäóâàòè éìîâiðíiñíèé ïðîñòið. ßêùî A � äåÿêà ìíîæèíà ç ⊗t∈TEt:
PX (A) = 1, òî ìîæíà óçÿòè A ÿê Ω. Ïðîòå öÿ ïðîöåäóðà íå
ãàðàíòó¹, ùî îòðèìà¹ìî ôóíêöi¨ ç ïîòðiáíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Çà íàñëiäêîì
ïðî ñòðóêòóðó σ-àëãåáðè öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí ïîäiÿ {X· ∈ A} ïîâíiñòþ
âèçíà÷åíà ïîñëiäîâíiñòþ çíà÷åíü {Xti}i∈N, äëÿ äåÿêèõ {ti}i∈N ⊂ T . Ïðîòå
âñòàíîâèòè íåïåðåðâíiñòü, çíàþ÷è çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà çëi÷åííié ìíîæèíi, íå
âèéäå. ßêùî F ⊂ ×t∈TEt òà F /∈ ⊗t∈TEt òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïîðîæíüî¨
ìíîæèíè C ∈ ⊗t∈TEt: C ∩ F 6= ∅ (öå ìà¹ ìiñöå çîêðåìà, ÿêùî ∀ti ∈ T òà
∀xi ∈ Eti iñíó¹ y (t) ∈ F : y (ti) = xi), òî ìîæíà ïîáóäóâàòè éìîâiðíiñíèé
ïðîñòið òà â.ô. íà íüîìó çi çàäàíèìè ñêií÷åííîâèìiðíèìè ðîçïîäiëàìè i ç
òðà¹êòîðiÿìè â F òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çîâíiøíÿ ìiðà ïî PX ìíîæèíè F
äîðiâíþ¹ 16.

Iíøèé ñïîñiá áàçó¹òüñÿ íà ïîøóêó â.ô. ç òèìè æ ñêií÷åííîâèìiðíèìè
ðîçïîäiëàìè, ùî i ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ, ïðîòå iç çàäàíèìè âëàñòèâîñòÿìè
òðà¹êòîðié. I çàäà÷à òîäi çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ óìîâ, çà ÿêèõ òàêà ôóíêöiÿ
(òàê çâàíà ìîäèôiêàöiÿ) iñíó¹.

Âèçíà÷åííÿ. Â.ô. X = {Xt, t ∈ T} òà Y = {Yt, t ∈ T} (âèçíà÷åíi ìîæëèâî
íà ðiçíèõ iìîâiðíiñíèõ ïðîñòîðàõ) çi çíà÷åííÿìè â ×t∈TEt íàçèâàþòü
åêâiâàëåíòíèìè (ñòîõàñòè÷íî åêâiâàëåíòíèìè ó øèðîêîìó ñåíñi), ÿêùî íà
⊗t∈TEt ¨õ ðîçïîäiëè çáiãàþòüñÿ: PX = PY .

6Äèâ. äåòàëüíiøå Ñêîðîõîä À.Â. Ëåêöi¨ ç òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ. Ê.: Ëèáiäü, 1990. Ñ. 42-44.
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ßêùî ∀t ∈ T : {Et, Et} = {E, E}, òîäi çà âëàñòèâiñòþ ìið, ùî çáiãàþòüñÿ
íà π-ñèñòåìi (äèâ. çàâäàííÿ 38), ðiâíiñòü PX = PY ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè çáiãàþòüñÿ ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè öèõ ôóíêöié.

Íà ïðàêòèöi ïåðåâiðêà ðiâíîñòi ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ ìîæå
áóòè äîñèòü ñêëàäíîþ çàäà÷åþ, òîìó ÷àñòî çàñòîñîâóþòü óìîâó �áiëüø
ñèëüíî¨� åêâiâàëåíòíîñòi, ïåðåâiðêà ÿêî¨ â áàãàòüîõ âèïàäêàõ ¹ áiëüø ïðîñòîþ.

Âèçíà÷åííÿ. Â.ô. {Xt, t ∈ T} òà {Yt, t ∈ T} âèçíà÷åíi íà {Ω,F ,P} çi
çíà÷åííÿìè â ×t∈TEt íàçèâàþòü ìîäèôiêàöiÿìè àáî âåðñiÿìè îäíà îäíî¨
(ñòîõàñòè÷íî åêâiâàëåíòíèìè ó âóçüêîìó ñåíñi), ÿêùî

∀t ∈ T : P {Xt 6= Yt} = 0.

Âiäìiòèìî, ùî ó âèçíà÷åííi ìîäèôiêàöié ïðèïóñêà¹ìî, ùî ìíîæèíà
{ω : Xt (ω) 6= Yt (ω)} ∈ F . ßêùî {Et, Et} = {R,B (R)}, òî ìîæíà ââàæàòè,
ùî äàíà óìîâà âèêîíàíà.

Âïðàâà 1.6. Ïîáóäóâàòè ïðèêëàä iìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó òà â.ï., äëÿ ÿêèõ

{ω : Xt (ω) 6= Yt (ω)} /∈ F .

Ïðèêëàä (åêâiâàëåíòíi ôóíêöi¨ ç ðiçíèìè âëàñòèâîñòÿìè òðà¹êòîðié). Íåõàé

Ω = T = [0, 1] ,F = B̄ [0, 1] ,P = `.

Âèçíà÷èìî â.ô. ÿê
Xt (ω) = 1{ω=t} òà Yt (ω) = 0.

Çîáðàçèìî òðà¹êòîði¨ öèõ ôóíêöié (äèâ. ðèñ. 1.5.) òà ïîêàæåìî, ùî âîíè
åêâiâàëåíòíi ó âóçüêîìó ñåíñi.

Äiéñíî,

∀t ∈ T : {ω : Xt 6= Yt} = {ω : ω = t} = {t}

òà
P ({t}) = ` ({t}) = 0.

Òîáòî, ìà¹ìî åêâiâàëåíòíiñòü, ïðîòå ôóíêöi¨ íå ìàþòü îäíàêîâèõ òðà¹êòîðié.
Äëÿ äîâiëüíîãî ω∗ ∈ Ω â òî÷öi t = ω∗:

Xt (ω
∗) 6= Yt (ω

∗) ,

à òîìó
P {Xt 6= Yt, äëÿ äåÿêîãî t ∈ T} = 1.

Âiäïîâiäíî iíêîëè çàñòîñîâóþòü ùå �áiëüø ñèëüíó� åêâiâàëåíòíiñòü.
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1
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1
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1

1
ω0

1

Ðèñ. 1.5. Òðà¹êòîði¨ Xt (ω) òà Yt (ω)

Âèçíà÷åííÿ. Â.ô. {Xt, t ∈ T} òà {Yt, t ∈ T} âèçíà÷åíi íà {Ω,F ,P} çi
çíà÷åííÿìè â ×t∈TEt íàçèâàþòü íåðîçðiçíåííèìè, ÿêùî ì.í. çáiãàþòüñÿ ¨õ
òðà¹êòîði¨:

P {Xt 6= Yt äëÿ äåÿêîãî t ∈ T} = 0.

Â äàíîìó âèçíà÷åííi íåÿâíî ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïîäiÿ
{Xt 6= Yt äëÿ äåÿêîãî t ∈ T} ¹ âèïàäêîâîþ. Âçàãàëi-òî öå íå òàê.

Ïðèêëàä (íåâèìiðíiñòü íåðîçðiçíåííîñòi). Íåõàé Ω = [0, 2), T = [0,∞),

Zt (ω) =

{
1, ω ∈ (1, 2) , t = ω,

0, â iíøîìó âèïàäêó,

òà F = σ {Zt, t ≥ 0}. Çîáðàçèìî òðà¹êòîði¨ öi¹¨ ôóíêöi¨ (äèâ. ðèñ. 1.6.) òà
ïîêàæåìî, ùî ïîäiÿ {Zt = 0, t ≥ 0} = [0, 1] /∈ F .

Ïîêàæåìî, ùî F ìîæíà ïîäàòè ÿê σ {{t} , t ∈ (1, 2)}. Îñêiëüêè Zt
íàáóâà¹ ëèøå äâîõ çíà÷åíü 0 àáî 1, äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ïðîîáðàçè ìíîæèí
{0} òà {1}. Äëÿ t ∈ [0, 1] ∪ [2,∞):

Z−1
t ({0}) = [0, 2) òà Z−1

t ({1}) = ∅,

à äëÿ t ∈ (1, 2):

Z−1
t ({0}) = [0, 2)\ {t} òà Z−1

t ({1}) = {t} .

Òîáòî, äiéñíî F = σ {{t} , t ∈ (1, 2)}, ïðîòå

{Zt = 0, t ≥ 0} = [0, 1] /∈ F .
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Ðèñ. 1.6. Òðà¹êòîði¨ Zt (ω)

Òåîðåìà 1.2 (ïðî ñòîõàñòè÷íó åêâiâàëåíòíiñòü). 1. Íåõàé iìîâiðíiñíèé
ïðîñòið {Ω,F ,P} ïîâíèé, òîäi ç òîãî, ùî â.ô. X òà Y íåðîçðiçíåííi
âèïëèâà¹, ùî âîíè ¹ ìîäèôiêàöiÿìè îäíà îäíî¨.

2. ßêùî â.ô. X òà Y ¹ ìîäèôiêàöiÿìè îäíà îäíî¨, òî âîíè ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

3. Íåõàé â.ï. X òà Y ìàþòü òðà¹êòîði¨ áåç ðîçðèâiâ II ðîäó i
íåïåðåðâíi ñïðàâà (àáî çëiâà) òà ¹ ìîäèôiêàöiÿìè îäèí îäíîãî, òîäi âîíè
íåðîçðiçíåííi.

Äîâåäåííÿ. 1. Ìà¹ ìiñöå òàêå âêëþ÷åííÿ

∀s ∈ T : {Xs 6= Ys} ⊂ {Xt 6= Yt äëÿ äåÿêîãî t ∈ T} .

Òîäi ç
P {Xt 6= Yt äëÿ äåÿêîãî t ∈ T} = 0

âíàñëiäîê ïîâíîòè ïðîñòîðó {Ω,F ,P} îäåðæó¹ìî, ùî

∀t ∈ T : P {Xt 6= Yt} = 0,

à çíà÷èòü X òà Y ¹ ìîäèôiêàöiÿìè îäíà îäíî¨.
2. Ïîçíà÷èìî At = {Xt 6= Yt}, òîäi çà óìîâîþ P (At) = 0. Îñêiëüêè äëÿ

äîâiëüíîãî Bt ∈ Et : {Xt ∈ Bt} ⊂ {Yt ∈ Bt} ∪ At, ìà¹ìî äëÿ ti ∈ T , Bi ∈ Eti,
i = 1, n :

{Xt1 ∈ B1, . . . , Xtn ∈ Bn} ⊂ {Yt1 ∈ B1, . . . , Ytn ∈ Bn} ∪ At1 ∪ . . . ∪ Atn.

Çâiäêè

P {Xt1 ∈ B1, . . . , Xtn ∈ Bn} ≤ P {Yt1 ∈ B1, . . . , Ytn ∈ Bn} .
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Ðèñ. 1.7. Òðà¹êòîði¨ Ut (ω) òà Vt (ω)

Àíàëîãi÷íî,

P {Yt1 ∈ B1, . . . , Ytn ∈ Bn} ≤ P {Xt1 ∈ B1, . . . , Xtn ∈ Bn} ,

òîáòî ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè çáiãàþòüñÿ.
3. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîöåñèX òà Y ìàþòü òðà¹êòîði¨ íåïåðåðâíi ç îäíi¹¨

ñòîðîíè (íàïðèêëàä ñïðàâà), òîäi çíà÷åííÿ òðà¹êòîði¨ â ïåâíié òî÷öi ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê ãðàíèöþ çíà÷åíü â òî÷êàõ ç ðàöiîíàëüíèìè êîîðäèíàòàìè. Òîäi

A = {Xt = Yt, t ∈ T} = {Xt = Yt, t ∈ T ∩Q} .

Çâiäêè A ∈ F òà

P (A) = 1− P {Xt 6= Yt äëÿ äåÿêîãî t ∈ T ∩Q} ≥
≥ 1−

∑
t∈T∩Q

P {Xt 6= Yt} = 1.

Ïðèêëàä (åêâiâàëåíòíi ôóíêöi¨, ùî íå ¹ ìîäèôiêàöiÿìè). Íà éìîâiðíiñíîìó
ïðîñòîði {Ω,F ,P} =

{
[0, 1] , B̄ [0, 1] , `

}
âèçíà÷èìî òàêi â.ô.

Ut (ω) = t1{t≥ω} òà Vt (ω) = t1{1−t≤ω}, t ∈ [0, 1] .

Ïîáóäó¹ìî òðà¹êòîði¨ (äèâ. ðèñ. 1.7.) òà ïîêàæåìî, ùî U, V åêâiâàëåíòíi,
ïðîòå íå ¹ ìîäèôiêàöiÿìè îäíà îäíî¨.

Äëÿ äîâiëüíèõ 0 < t1 < t2 < · · · < tn < 1 òà ìíîæèí Bn = [a1, b1)×. . .×
× [an, bn) ⊂ [0, 1]n ìà¹ìî

P {(Ut1, . . . , Utn) ∈ Bn} =

{
P {t1 ≥ ω, . . . , tn ≥ ω} , (t1, . . . , tn) ∈ Bn,

0, (t1, . . . , tn) /∈ Bn,
=
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=

{
P {ω ≤ t1} , (t1, . . . , tn) ∈ Bn,

0, (t1, . . . , tn) /∈ Bn,
=

{
t1, (t1, . . . , tn) ∈ Bn,

0, (t1, . . . , tn) /∈ Bn,

òà

P {(Vt1, . . . , Vtn) ∈ Bn} =

{
P {1− t1 ≤ ω} , (t1, . . . , tn) ∈ Bn,

0, (t1, . . . , tn) /∈ Bn,
=

=

{
t1, (t1, . . . , tn) ∈ Bn,

0, (t1, . . . , tn) /∈ Bn.

Çà âëàñòèâiñòþ ìið, çáiæíèõ íà π-ñèñòåìi, ñêií÷åííî âèìiðíi ðîçïîäiëè U òà
V çáiãàþòüñÿ, ïðîòå äëÿ t < 1/2:

P {Ut 6= Vt} = P ({ω ≤ t}∆ {1− t ≤ ω}) = 1− 2t 6= 0.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé â.â. ξ ìà¹ åêñïîíåíöiéíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ. Äëÿ â.ï.Xt =
= aξt, a > 0, t ≥ 0, îïèñàòè òðà¹êòîði¨, âèçíà÷èòè îäíî- òà äâîâèìiðíi
ðîçïîäiëè, ôóíêöiþ ñåðåäíiõ òà êîâàðiàöiéíó ôóíêöiþ.

2. Íåõàé {Ω,F ,P} =
{

[0, 1] , B̄ ([0, 1]) , `
}
. Îïèñàòè òðà¹êòîði¨ â.ï.

ξt (ω) = 1{ω} (t) òà ξ∗t (ω) = 1{t0} (t) ,

à òàêîæ ïåðåâiðèòè ¨õ ñòîõàñòè÷íó åêâiâàëåíòíiñòü.

3. Ïîêàçàòè, ùî åêâiâàëåíòíi ó âóçüêîìó ñåíñi â.ï. ç äèñêðåòíèì
ïàðàìåòðîì (âèïàäêîâi ïîñëiäîâíîñòi) ¹ íåðîçðiçíåííèìè.

4. Íåõàé ξ, η � íåçàëåæíi â.â., ùî ìàþòü ðîçïîäië Unif [0, 1]. Çíàéòè P{Xt

ìîíîòîííî íå ñïàäà¹}, äå Xt = 1 + 2tη + ξ2t2, t ≥ 0.

5. Íåõàé â.â. ξ ìà¹ åêñïîíåíöiéíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ. Äëÿ â.ï.Xt =
= ξat, a > 0, t ≥ 0, âèçíà÷èìî τx = inf {t ≥ 0 : ξt ≥ x} , x > 0. Ïîêàçàòè,
ùî τx ¹ â.â. òà çíàéòè P {τx ≤ t}.

1.3.Ñåïàðàáåëüíiñòü

Â ïîäàëüøîìó ïðèïóñêàòèìåìî, ùî íà ïàðàìåòðè÷íié ìíîæèíi
T çàäàíà òîïîëîãiÿ çi çëi÷åííîþ áàçîþ B (ùî, çîêðåìà, ãàðàíòó¹
ñåïàðàáåëüíiñòü T ).
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Âèçíà÷åííÿ. Â.ô. {ξt, t ∈ T} íàçèâàþòü ñåïàðàáåëüíîþ, ÿêùî iñíó¹ çëi÷åííà
óñþäè ùiëüíà ìíîæèíà T0 ⊂ T i ìíîæèíà C ∈ F : P (C) = 0 òàêi, ùî äëÿ
äîâiëüíèõ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè G ⊂ T i çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ E ìà¹ìî

{ξt ∈ F, t ∈ G}∆ {ξt ∈ F, t ∈ G ∩ T0} ⊂ C.

Ìíîæèíó T0 íàçèâàþòü ìíîæèíîþ ñåïàðàáåëüíîñòi â.ô.

Ïðèêëàä (âèìiðíiñòü ñóïðåìóìà äëÿ ñåïàðàáåëüíîãî ïðîöåñó). Íåõàé ìà¹ìî
ïîâíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið {Ω,F ,P}, ñåïàðàáåëüíèé â.ï. {ξt, t ∈ [0, T ]} â Rc

ç ìíîæèíîþ ñåïàðàáåëüíîñòi T0 = {tn}n∈N. Ïîêàæåìî, ùî supt∈[0,T ] ξt ¹ â.â. òà
ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

P

{
sup
t∈[0,T ]

ξt ≤ x

}
= P

{
sup
tn∈T0

ξtn ≤ x

}
= lim

n→∞
P {ξt1 ≤ x, ξt2 ≤ x, . . . , ξtn ≤ x} .

Äiéñíî, îñêiëüêè â.ï. ξt ñåïàðàáåëüíèé, iñíó¹ ìíîæèíà C ∈ F íóëüîâî¨ ìiðè
òàêà, ùî

{ξt ≤ x, t ∈ (0, T )}∆ {ξs ≤ x, s ∈ (0, T ) ∩ T0} ⊂ C.

Ìíîæèíà {ξs ≤ x, s ∈ (0, T ) ∩ T0} âèìiðíà, à çíà÷èòü âíàñëiäîê ïîâíîòè
ïðîñòîðó {ξt ≤ x, t ∈ (0, T )} òàêîæ âèìiðíà. Îòæå âèìiðíîþ ¹{

sup
t∈[0,T ]

ξt ≤ x

}
= {ξt ≤ x, t ∈ (0, T )} ∩ {ξ0 ≤ x} ∩ {ξT ≤ x} .

Áiëüø òîãî,

P

{
sup
t∈T

ξt ≤ x

}
= P {ξt ≤ x, t ∈ T} = P (∩tn∈T0 {ξtn ≤ x}) = P

{
sup
tn∈T0

ξtn ≤ x

}
.

Ïîçíà÷èìî Tk = {t1, . . . , tk}, òîäi ïîäi¨ ∩ti∈Tk {ξti ≤ x} óòâîðþþòü
íåçðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü i çíà÷èòü,

P

{
sup
tn∈T0

ξtn ≤ x

}
= lim

k→∞
P (∩ti∈Tk {ξti ≤ x}) .

Çàâäàííÿ 5. Íåõàé Ω = R[0,1], F � σ-àëãåáðà öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí,
ïîïîâíåíà ïî P, òà ξt (ω) = ωt, t ∈ [0, 1]. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî ïðîöåñ ξt
ñåïàðàáåëüíèé, òî ïîäiÿ, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðîöåñ íåïåðåðâíèé â òî÷öi
t0, ¹ âèïàäêîâîþ.

Ëåìà 1.1 (ïðî àëüòåðíàòèâíå îçíà÷åííÿ ñåïàðàáåëüíîñòi). Äëÿ òîãî, ùîá
â.ô. {ξt, t ∈ T} ç êîìïàêòíèì ôàçîâèì ïðîñòîðîì áóëà ñåïàðàáåëüíîþ
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëà çëi÷åííà ìíîæèíà T0 ⊂ T òà
ìíîæèíà C ∈ F : P (C) = 0 òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ω /∈ C, t ∈ T :

ξt (ω) ∈ ∩âiäêðèòèõ G:t∈Gcl {ξs (ω) , s ∈ G ∩ T0} .
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé â.ô. ξt ñåïàðàáåëüíà ç ìíîæèíîþ ñåïàðàáåëüíîñòi T0. Çà
îçíà÷åííÿì áàçè áóäü-ÿêà âiäêðèòà ìíîæèíà G ⊂ T ìîæå áóòè ïîäàíà ÿê
çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ ìíîæèí ç êëàñó B:

G = ∪i∈NBi, Bi ∈ B.

Ïîçíà÷èìî
A (G,ω) = cl {ξt (ω) , t ∈ G ∩ T0}

òà
A (t, ω) = ∩B∈B:t∈BA (B,ω) .

Ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí A (B,ω), t ∈ B, ¹ öåíòðîâàíîþ, òîáòî áóäü-ÿêà
ñêií÷åííà êiëüêiñòü ìíîæèí öi¹¨ ñiì'¨ ìà¹ ñïiëüíi òî÷êè i â ñèëó êîìïàêòíîñòi
E ìíîæèíà A (t, ω) íåïîðîæíÿ. Âíàñëiäîê ñåïàðàáåëüíîñòi

ξt (ω) ∈ A (t, ω) ,∀t ∈ T, ω 6∈ C,P (C) = 0.

ßêùî ξt (ω) ∈ F , ∀t ∈ T0∩B, äå F � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà E òà B ∈ B,
òîäi

A (t, ω) ⊂ A (B,ω) ⊂ F, ∀t ∈ B,
i çíà÷èòü ξt (ω) ∈ F , ∀t ∈ B. ßêùî G � äîâiëüíà âiäêðèòà ìíîæèíà â T , òî ¨¨
äîñòàòíüî ïîäàòè ÿê G = ∪i∈NBi, Bi ∈ B äëÿ òîãî, ùîá ïåðåñâiä÷èòèñü ùî ç

ξt ∈ F, ∀t ∈ G ∩ T0, ω 6∈ C

âèïëèâà¹ ξt ∈ F, ∀t ∈ G.

Ç äàíî¨ ëåìè âèïëèâà¹, ùî äëÿ ñåïàðàáåëüíî¨ ôóíêöi¨ çíà÷åííÿ âiä
t ∈ T íàëåæèòü ìíîæèíi ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü çíà÷åíü âiä s ∈ T0 (ì.í. ãðàôiê
òðà¹êòîði¨ ξt (ω), t ∈ T , ìiñòèòüñÿ ó çàìèêàííi ãðàôiêó ξs (ω), s ∈ T0), i
âiäïîâiäíî âèñíîâêè ùîäî çíà÷åíü ξt ìîæåìî çðîáèòè íà îñíîâi çíà÷åíü ξs,
s ∈ T0:

∀ω /∈ C, t ∈ T,∃ {sn} ⊂ T0, sn → t : ξsn (ω)→ ξt (ω) .

Âïðàâà 1.7. Íåõàé â.ô. {ξt, t ∈ T} ñåïàðàáåëüíà ç ìíîæèíîþ
ñåïàðàáåëüíîñòi T0 òà ìíîæèíîþ C: P (C) = 0, f : E → E � äåÿêà
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Ïîêàçàòè, ùî â.ô. {f (ξt) , t ∈ T} òàêîæ ñåïàðàáåëüíà ç
òi¹þ æ ñàìîþ ìíîæèíîþ ñåïàðàáåëüíîñòi T0 òà ìíîæèíîþ C.

Âïðàâà 1.8. Ïîêàçàòè, ùî â.ô., ÿêà ìà¹ äëÿ ì.ó. ω íåïåðåðâíi òðà¹êòîði¨,
ñåïàðàáåëüíà. Âèçíà÷èòè ìíîæèíó T0 òà C.

Ïðèêëàä (íå ñåïàðàáåëüíèé ïðîöåñ). Íåõàé {Ω,F ,P} � äåÿêèé iìîâiðíiñíèé
ïðîñòið, τ ∼ Unif [0, 1] òà ξt (ω) = 1{t=τ(ω)}, t ∈ [0, 1]. Ïîêàæåìî, ùî ïðîöåñ
ξt íå ¹ ñåïàðàáåëüíèé.
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Ïðèïóñòèìî, ùî â.ï. {ξt, t ∈ [0, 1]} ñåïàðàáåëüíèé ç ìíîæèíîþ
ñåïàðàáåëüíîñòi T0 = {tk}k∈N. Âiçüìåìî çàìêíåíó ìíîæèíó F = {0} òà
âiäêðèòó ìíîæèíó G = (0, 1), òîäi îñêiëüêè P {τ = tk} = 0, ∀k ∈ N, ìà¹ìî

P {ξt ∈ F, ∀t ∈ T0 ∩G} = P {τ /∈ T0 ∩ [0, 1]} = 1,

ïðîòå P {ξt ∈ F, ∀t ∈ G} = 0. À öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî

{ξt ∈ F, t ∈ G}∆ {ξt ∈ F, t ∈ G ∩ T0}

ìà¹ áóòè ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè P ìiðè íóëü. Âiäìiòèìî, ùî ïðîöåñ ξt ìà¹

ñåïàðàáåëüíó ìîäèôiêàöiþ ξ̃t = 0, îñêiëüêè P
{
ξt 6= ξ̃t

}
= 0, t ∈ [0, 1], òà{

ξ̃t ∈ F, t ∈ G
}

=
{
ξ̃t ∈ F, t ∈ G ∩ T0

}
.

Ëåìà 1.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ A ∈ E iñíó¹ äèñêðåòíà ìíîæèíà T0 òî÷îê ç T
òàêèõ, ùî

P {ξs ∈ A, s ∈ T0, ξt 6∈ A} = 0,∀t ∈ T.

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ìíîæèíó T0 = {t1, . . .} òàêèì ÷èíîì. Íåõàé t1 �
äîâiëüíà òî÷êà ç T , ÿêùî äëÿ äåÿêîãî k ≥ 1 òî÷êè t1, . . . , tk ∈ T âæå âèáðàíi,
òî ïîçíà÷èìî

mk = sup
t∈T

P {ξti ∈ A, 1 ≤ i ≤ k, ξt 6∈ A} .

Ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë {mk} íåçðîñòàþ÷à, i ÿêùî mk = 0 äëÿ äåÿêîãî k, òî
íåîáõiäíà ïîñëiäîâíiñòü âæå ïîáóäîâàíà. ßêùî mk > 0, òî âèáåðåìî tk+1 òàê,
ùîá

P
{
ξti ∈ A, 1 ≤ i ≤ k, ξtk+1

6∈ A
}
≥ mk

2
.

Îñêiëüêè ìíîæèíè

Lk =
{
ξti ∈ A, 1 ≤ i ≤ k, ξtk+1

6∈ A
}
, k ≥ 1,

íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê, òî

1 ≥
∑
k

P (Lk) ≥
1

2

∑
k∈N

mk.

Çâiäêè, mk → 0, k →∞, i òàêèì ÷èíîì,

P {ξtk ∈ A, k ≥ 1, ξt 6∈ A} ≤ lim
k→∞

mk = 0.
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Ëåìà 1.3. Íåõàé Q0 � çëi÷åííèé êëàñ ìíîæèí ç E , à Q � êëàñ ïåðåòèíiâ
óñiõ ìîæëèâèõ ïîñëiäîâíîñòåé ìíîæèí ç Q0, òîäi iñíó¹ äèñêðåòíà
ìíîæèíà T0 ⊂ T òà ∀t ∈ T ∃Ct ∈ F : P (Ct) = 0 òàêi, ùî

{ξs ∈ D, s ∈ T0, ξt 6∈ D} ⊂ Ct,∀D ∈ Q.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ Q0 ïîáóäó¹ìî ìíîæèíó òî÷îê T0 (A) ç T ,
âèçíà÷åíó â ïîïåðåäíié ëåìi, i íåõàé T0 = ∪A∈Q0

T0 (A). Äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ T
ìíîæèíà

Ct = ∪A∈Q0
{ξs ∈ A, s ∈ T0, ξt 6∈ A}

âèìiðíà òà çà ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ P (Ct) = 0. ßêùî D ∈ Q òà D ⊂ A ∈ Q0,
òîäi

{ξs ∈ D, s ∈ T0, ξt 6∈ A} ⊂ {ξs ∈ A, s ∈ T0, ξt 6∈ A} ⊂ Ct.

ßêùî D = ∩k∈NAk äëÿ {A1, A2, . . . } ⊂ Q0, òî îòðèìà¹ìî âêëþ÷åííÿ

{ξs ∈ D, s ∈ T0, ξt 6∈ D} ⊂ ∪k∈N {ξs ∈ D, s ∈ T0, ξt 6∈ Ak} ⊂ Ct.

Òåîðåìà 1.3 (Äóáà ïðî ñåïàðàáåëüíó ìîäèôiêàöiþ). Äîâiëüíà â.ô.
ç êîìïàêòíèì ôàçîâèì ïðîñòîðîì òà ïàðàìåòðè÷íîþ ìíîæèíîþ çi
çëi÷åííîþ áàçîþ ìà¹ ñåïàðàáåëüíó ìîäèôiêàöiþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé E0 � çëi÷åííà óñþäè ùiëüíà ìíîæèíà â E, à Q0 � êëàñ
äîïîâíåíü äî âiäêðèòèõ êóëü ðàöiîíàëüíèõ ðàäióñiâ ç öåíòðàìè â òî÷êàõ ç
E0. Òîäi Q, êëàñ ìîæëèâèõ ïåðåòèíiâ ìíîæèí ç Q0, ìiñòèòü óñi çàìêíåíi
ìíîæèíè. Ðîçãëÿíåìî ξt, t ∈ B ∈ B, çà ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ iñíó¹ çëi÷åííà
ìíîæèíà T0 (B) i Ct (B) ∈ F : P (Ct (B)) = 0 òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî D ∈ Q:

{ξs ∈ D, s ∈ T0 (B) , ξt 6∈ D} ⊂ Ct (B) .

Íåõàé T0 = ∪B∈BT0 (B) òà Ct = ∪B∈BCt (B), òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨
F ⊂ E òà B ∈ B:

{ξs ∈ F, s ∈ T0 ∩B, ξt 6∈ F} ⊂ Ct,∀t ∈ B.

Âèçíà÷èìî â.ô. ξ̃t òàê

ξ̃t (ω) =

{
ξt (ω) , t ∈ T0 àáî ω 6∈ Ct,
áóäü-ÿêèé åëåìåíò ç A (t, ω) , â iíøîìó âèïàäêó.

Îñêiëüêè ξt = ξ̃t äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ T0, ìíîæèíè A (t, ω) ïîáóäîâàíi çà
äîïîìîãîþ ξt òà ξ̃t çáiãàþòüñÿ. Çà îçíà÷åííÿì ξ̃t ìà¹ìî, ùî ξ̃t ∈ A (t, ω), ∀t, ω,
òîáòî ξ̃ � ñåïàðàáåëüíà ôóíêöiÿ. Êðiì òîãî, îñêiëüêè{

ξt 6= ξ̃t

}
⊂ Ct,∀t ∈ T,

ξ̃ âèçíà÷à¹ øóêàíó ìîäèôiêàöiþ.
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Çàóâàæèìî, ùî öþ òåîðåìó ìîæíà óçàãàëüíèòè íà â.ô. â ñåïàðàáåëüíèõ
ëîêàëüíî êîìïàêòíèõ ïðîñòîðàõ7, çîêðåìà, äëÿ äiéñíèõ ïðîöåñiâ (ïðè
öüîìó íåîáõiäíî ïðèïóñêàòè, ùî ìîäèôiêàöiÿ ìîæå íàáóâàòè çíà÷åííÿ
íåñêií÷åííiñòü). Òîáòî, óìîâà ñåïàðàáåëüíîñòi íå çàäà¹ iñòîòíèõ îáìåæåíü
íà ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè â.ô.

Çàâäàííÿ 6. Íåõàé Ω = [0, 1], F = B̄ ([0, 1]), P = `,

ξt =
1

t− ω
1{t 6=ω}, t ∈ [0, 1] .

Ïîêàçàòè, ùî ξt íå ¹ ñåïàðàáåëüíèì íà R, ïðîòå

ξ̃t =
1

t− ω
1{t 6=ω} +∞1{t=ω}, t ∈ [0, 1] ,

âèçíà÷à¹ ñåïàðàáåëüíó ìîäèôiêàöiþ íà Rc.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé ìà¹ìî ïîâíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið {Ω,F ,P} òà ñåïàðàáåëüíèé
äiéñíèé â.ï. {ξt, t ∈ T}. Ïîêàçàòè, ùî inft∈I∩T ξt, limt→t0ξt òà limt→t0ξt ¹
â.â., äå I � äåÿêèé âiäêðèòèé iíòåðâàë, t0 ∈ T .

2. Íåõàé {ξt, t ∈ T} � äåÿêèé äiéñíèé ñåïàðàáåëüíèé â.ï. Ïîêàçàòè, ùî
ïîäiÿ {ξt ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèé íà T} ¹ âèïàäêîâîþ. ×è ìîæåìî ïðè
öüîìó îïóñòèòè óìîâó ïîâíîòè F?

3. Íåõàé Ω = [0, 1], F � áîðåëåâà σ-àëãåáðà íà [0, 1], P � ìiðà Ëåáåãà, τk (ω)
� íåçàëåæíi ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi íà [0, 1] â.â. òà ξt = 1{∃k:t=τk(ω)},
t ∈ [0, 1]. Ïîêàçàòè, ùî ïðîöåñ ξt íå ¹ ñåïàðàáåëüíèé.

4. Íåõàé â.ï. {ξt, t ∈ [0, T ]} äëÿ ì.ó. ω ìà¹ íåïåðåðâíi ñïðàâà òðà¹êòîði¨.
Ïîêàçàòè, ùî âií ¹ ñåïàðàáåëüíèé, âèçíà÷èòè ìíîæèíó T0 òà C.
Ïðîàíàëiçóâàòè âèïàäîê, êîëè òðà¹êòîði¨ íåïåðåðâíi àáî çëiâà, àáî
ñïðàâà.

5. Ïîáóäóâàòè ñåïàðàáåëüíèé äiéñíèé â.ï. {ξt, t ≥ 0}, ÿêèé äëÿ ì.ó. ω ìà¹
íå íåïåðåðâíi òðà¹êòîði¨, ïðîòå äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî t ≥ 0:

P
{
ω : lim

s→t
ξs (ω) = ξt (ω)

}
= 1.

6. Íåõàé {ξt, t ∈ T} � äåÿêèé äiéñíèé â.ï. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ìíîæèíà
T0 = {tk}k∈N ⊂ T òà ïîäiÿ C íóëüîâî¨ éìîâiðíîñòi òàêi, ùî ∀ω /∈ C òà
âiäêðèòîãî iíòåðâàëó I ìà¹ìî supt∈I∩T ξt = sups∈I∩T0 ξs òà inft∈I∩T ξt =
= infs∈I∩T0 ξs. Ïîêàçàòè, ùî òîäi äëÿ äîâiëüíîãî çàìêíåíîãî iíòåðâàëó
F ìà¹ìî {ξt ∈ F, t ∈ I ∩ T}∆ {ξs ∈ F, s ∈ I ∩ T0} ⊂ C.

7Äèâ., íàïðèêëàä, Òåîðåìà IV.2.2 â Ãèõìàí È.È., Ñêîðîõîä À.Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ ñëó÷àéíèõ
ïðîöåññîâ. Ì.: Íàóêà, 1977.
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1.4.Ñòîõàñòè÷íà íåïåðåðâíiñòü

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé d � ìåòðèêà, ùî ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ â E, T � äåÿêèé
ìåòðè÷íèé ïðîñòið, òîäi â.ô. {ξt, t ∈ T} íàçèâàþòü ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíîþ
(íåïåðåðâíîþ çà éìîâiðíiñòþ), ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ ε > 0 òà t ∈ T ìà¹ìî

P {d (ξt, ξs) > ε} → 0, s→ t.

Âïðàâà 1.9. Íåõàé {Nt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ > 0.
Ïîêàçàòè, ùî âií ¹ ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé.

Çàâäàííÿ 7. Íåõàé g : [0,∞) → [0,∞) � âèìiðíà çðîñòàþ÷à íåïåðåðâíà â
íóëi ôóíêöiÿ òàêà, ùî

• g (0) = 0,

• g (x) > 0, x > 0,

• g (x+ y) ≤ g (x) + g (y).

Ïîêàçàòè, ùî g1 (x) = x
1+x òà g2 (x) = min {x, 1} çàäîâîëüíÿþòü çàçíà÷åíi

óìîâè. Ïîêàçàòè, ùî
ρ (X, Y ) = Eg (|X − Y |)

íà ìíîæèíi â.â. íà {Ω,F ,P} çàäà¹ ìåòðèêó (ðiâíiñòü â.â. âèçíà÷åíà
ç òî÷íiñòþ äî P ìiðè 0). Ïîêàçàòè, ùî çáiæíiñòü â öié ìåòðèöi
åêâiâàëåíòíà çáiæíîñòi çà éìîâiðíiñòþ.

Âïðàâà 1.10. Íåõàé {ξt, t ∈ T} � â.ï. ç íåçàëåæíèìè çíà÷åííÿìè, ïðè÷îìó
∀t ∈ T â.â. ξt ìà¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó G. Ïîêàçàòè, ùî ïðîöåñ íå ¹ ñòîõàñòè÷íî
íåïåðåðâíèé.

Âïðàâà 1.11. Ïiäiáðàòè ïðèêëàä â.ï. ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíîãî, àëå íå
íåïåðåðâíîãî ç iìîâiðíiñòþ 1.

Òåîðåìà 1.4 (ïðî ìíîæèíó ñåïàðàáåëüíîñòi ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíîãî
ïðîöåñó). Íåõàé {ξt, t ∈ T} � ñåïàðàáåëüíà ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ,
òîäi áóäü-ÿêà çëi÷åííà óñþäè ùiëüíà ìíîæèíà T∗ ⊂ T ìîæå áóòè
ìíîæèíîþ ñåïàðàáåëüíîñòi äëÿ ξ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T0 = {tk}k∈N ⊂ T � âiäïîâiäíà ìíîæèíà ñåïàðàáåëüíîñòi
äëÿ ξ. Âèçíà÷èìî ìíîæèíó

{sk,m}m∈N ⊂ T∗ : sk,m → tk,∀k ∈ N.

Âíàñëiäîê ñòîõàñòè÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi ξsk,m → ξtk çà éìîâiðíiñòþ, à çíà÷èòü
iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü ξsk,mn → ξtk ì.í. Ïîçíà÷èìî

C = ∪k∈N
{
ξsk,mn 6→ ξtk

}
,

òîäi P (C) = 0, à îòæå äëÿ äîâiëüíèõ ω /∈ C òà t ∈ T â.â. ξt (ω) íàëåæèòü äî
ìíîæèíè ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü äëÿ ξs, s ∈ T∗.
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Ç ïîäàííÿ

P {d (ξt, ξs) > ε} =

∫
(x,y):d(x,y)>ε

P {ξt ∈ dx, ξs ∈ dy}

âèïëèâà¹, ùî ñòîõàñòè÷íà íåïåðåðâíiñòü ¹ âëàñòèâiñòþ äâîâèìiðíèõ
ðîçïîäiëiâ.

Òåîðåìà 1.5 (ïðî çâ'ÿçîê ìiæ çáiæíiñòþ çà éìîâiðíiñòþ òà çáiæíiñòþ
äâîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ). Â.ô. ξt ïðè t → t0 ∈ T çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äâîâèìiðíèé ðîçïîäië Ps,t ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ ïðè
t, s→ t0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ξt
P→ ξ0, t → t0, òîäi âåêòîð (ξs, ξt)

P→ (ξ0, ξ0), t, s → t0. Çi
çáiæíîñòi çà éìîâiðíiñòþ âèïëèâà¹ ñëàáêà çáiæíiñòü ðîçïîäiëiâ Ps,t.

Íåõàé Ps,t
w→ P0, s, t → t0, òîäi, çîêðåìà, Pt,t

w→ P0, ÿêùî t → t0.
Îñêiëüêè Pt,t çîñåðåäæåíèé íà {(x, y) ∈ E × E : x = y}, òî i P0 çîñåðåäæåíà
íà öié ìíîæèíi. Âèçíà÷èìî íåïåðåðâíó òà îáìåæåíó ôóíêöiþ fε (x) =

= x2

ε21{|x|≤ε} + 1{|x|>ε}, ε > 0, òîäi ç îäíîãî áîêó

Efε (d (ξs, ξt)) =

∫ ∫
E×E

fε (d (x, y))Ps,t (dx, dy)→

→
∫ ∫

E×E
fε (d (x, y))P0 (dx, dy) = 0,

äå îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî fε (d (x, y)) = 0 íà ìíîæèíi, íà ÿêié
çîñåðåäæåíà ìiðà P0. À ç iíøîãî, âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ fε, îäåðæèìî
ùî

Efε (d (ξs, ξt)) =

∫
{d(ξs,ξt)>ε}

fε (d (ξs, ξt))P (dω) +

+

∫
{d(ξs,ξt)≤ε}

fε (d (ξs, ξt))P (dω) ≥ P {d (ξs, ξt) > ε} .

Çâiäêè d (ξt, ξs)
P→ 0, ÿêùî s, t→ t0.

Âèçíà÷åííÿ. Â.ô. {ξt, t ∈ T} íàçèâàþòü ðiâíîìiðíî ñòîõàñòè÷íî
íåïåðåðâíîþ íà T , ÿêùî ∀ε, δ > 0 ∃r > 0: äëÿ äîâiëüíî¨ êóëi Br ⊂ T
ðàäióñà r òà ∀t, s ∈ Br ìà¹ìî P {d (ξt, ξs) ≥ ε} ≤ δ.

Òåîðåìà 1.6 (ïðî ðiâíîìiðíó ñòîõàñòè÷íó íåïåðåðâíiñòü íà êîìïàêòi).
Ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíà â.ô. íà êîìïàêòíié ìíîæèíi T ¹ ðiâíîìiðíî
ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíà íà T .
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Ðèñ. 1.8. Ïîëîæåííÿ äîâiëüíèõ s, t ∈ Br âiäíîñíî öåíòðó ui

Äîâåäåííÿ. Çi ñòîõàñòè÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi îòðèìà¹ìî, ùî ∀ε, δ > 0 òà ∀u ∈ T
iñíó¹ âiäêðèòà êóëÿ Br (u) ç öåíòðîì â òî÷öi u ðàäióñà r = r (u) òàêà, ùî

∀s ∈ Br (u) : P
{
d (ξs, ξu) ≥

ε

2

}
≤ δ

2
.

Òîäi ∀s, t ∈ Br (u):

P {d (ξs, ξt) ≥ ε} ≤ P
{
d (ξs, ξu) ≥

ε

2

}
+ P

{
d (ξu, ξt) ≥

ε

2

}
≤ δ.

Ìíîæèíà êóëü
{
B r

4
(u)
}
u∈T óòâîðþ¹ ïîêðèòòÿ äëÿ T i, îñêiëüêè T � êîìïàêò,

iñíó¹ ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ
{
B ri

4
(ui)

}n
i=1

. Äëÿ äîâiëüíî¨ êóëi Br ⊂ T ðàäióñà

r = min1≤i≤n
{
ri
4

}
òà äîâiëüíîãî s ∈ Br:

∃i ≤ n : s ∈ B ri
4

(ui) ⊂ Bri (ui) .

Òîìó ∀t ∈ Br: t ∈ Bri (ui) (äèâ. ðèñ. 1.8.), à çíà÷èòü P {d (ξs, ξt) ≥ ε} ≤ δ.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé {Xt, t ∈ [a, b]} � ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé ïðîöåñ. Äîâåñòè, ùî
öåé ïðîöåñ îáìåæåíèé çà éìîâiðíiñòþ: ∀ε > 0 ∃C > 0 ∀t ∈ [a, b]:
P {|Xt| ≥ C} < ε.

2. Ïîêàçàòè, äiéñííèé â.ï. {Xt, t ≥ 0} ¹ ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé â òî÷öi
t > 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ∀x < y ∈ R ìà¹ìî P {Xt ≤ x,Xs ≥ y} +
+ P {Xt ≥ y,Xs ≤ x} → 0 çà óìîâè s→ t.

3. Ïîêàçàòè, ùî äiéñíèé â.ï. {Xt, t ≥ 0} ¹ ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé, êîëè
äëÿ ∀x, y ∈ R, s0, t0 > 0: P {Xt ≤ x,Xs ≤ y} → P {Xt0 ≤ x,Xs0 ≤ y} çà
óìîâè s→ s0, t→ t0.
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1.5.Âèìiðíiñòü

Íåõàé {Ω,F ,P} � ïîâíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið, {E, E} � ïîëüñüêèé
ïðîñòið ç âiäïîâiäíîþ ìåòðèêîþ d, {T,B (T ) , ν} � äåÿêèé ïðîñòið ç ìiðîþ.

Âèçíà÷åííÿ. Âiäîáðàæåííÿ ξ : T ×Ω→ E íàçèâàþòü âèìiðíîþ â.ô., ÿêùî
âiäîáðàæåííÿ ¹ B (T )⊗F/E-âèìiðíèì.

Âïðàâà 1.12. Ïîêàçàòè, ùî â.ô. {ξt, t ∈ T} âèìiðíà, ÿêùî T äèñêðåòíà, à
B (T ) ìiñòèòü óñi îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè.

Çà òåîðåìîþ ïðî åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ â.ô., ÿêùî ξt (ω) � â.ô.,
òî âîíà ¹ F/E-âèìiðíîþ äëÿ êîæíîãî t ∈ T . ßêùî æ â.ô. âèìiðíà, òî
âíàñëiäîê òåîðåìè Ôóáiíi ξt (ω) ¹ B (T ) /E-âèìiðíîþ ì.í. Òîáòî ç iìîâiðíiñòþ
1 òðà¹êòîði¨ öi¹¨ ôóíêöi¨ ¹ âèìiðíèìè.

Ïðèêëàä (íåâèìiðíèé â.ï. ç âèìiðíèìè òðà¹êòîðiÿìè). Íåõàé {Ω,F ,P} =
= {[0, 1] ,B ([0, 1]) , `}, T = [0, 1] òà A ⊂ [0, 1] � äåÿêà íåâèìiðíà ìíîæèíà.
Âèçíà÷èìî

ξ (t, ω) = 1{t=ω}1{ω∈A}.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g : Ω→ T×Ω, çàäàíó ÿê g (ω) = (ω, ω). Ïðèïóñòèìî, ùî
ξ � âèìiðíà â.ô., òîäi, âðàõîâóþ÷è ùî g ∈ F/B (T ) ⊗ F , ìàëè á âèìiðíiñòü
ξ ◦ g = 1A, àëå öå ñóïåðå÷èòü íåâèìiðíîñòi A. Ïðîòå ìà¹ìî âèìiðíiñòü çà
àðãóìåíòîì t: ÿêùî ω0 ∈ A, òî

{t : ξ (t, ω0) = 0} = T\ {ω0} ∈ B (T )

òà
{t : ξ (t, ω0) = 1} = {ω0} ∈ B (T ) ,

ÿêùî æ ω0 6∈ A, òî
{t : ξ (t, ω0) = 1} = ∅

òà
{t : ξ (t, ω0) = 0} = T ;

à òàêîæ âèìiðíiñòü çà àðãóìåíòîì ω: ÿêùî t 6∈ A, ξ (t, ω) = 0 ∈ F , ÿêùî æ
t ∈ A, ξ (t, ω) = 1{t} (ω) ∈ F .

ßêùî {ξt, t ∈ T} � âèìiðíà äiéñíà â.ô., äëÿ ÿêî¨∫
T

E |ξt| ν (dt) <∞,

òîäi
∫
T ξtν (dt) ¹ â.â. i äëÿ äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè B ∈ B (T ) ìà¹ìî, ùî∫

B

E (ξt) ν (dt) = E

∫
B

ξtν (dt) .

Âàæëèâiñòü âëàñòèâîñòi âèìiðíîñòi äåìîíñòðó¹ òàêîæ òàêèé ïðèêëàä.
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Ïðèêëàä (ïðîöåñ çóïèíåíèé ó âèïàäêîâèé ìîìåíò). Ïîêàæåìî, ùî ÿêùî
ïðîöåñ {ξt, t ≥ 0} âèìiðíèé òà â.â. τ íàáóâà¹ çíà÷åíü íà R+, òîäi ξτ ¹ â.â.

Çàïèøåìî ξτ ÿê ξ ◦ g, äå g (ω) = (τ (ω) , ω). Îñêiëüêè ñóïåðïîçèöiÿ
âèìiðíèõ âiäîáðàæåíü ¹ âèìiðíîþ, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ g ¹
F/B (R+)⊗F -âèìiðíèì. Äëÿ C = A×B, A ∈ B (R+), B ∈ F , ìà¹ìî

{ω : (τ (ω) , ω) ∈ C} = {ω : τ (ω) ∈ A} ∩B ∈ F .

Âðàõîâóþ÷è ùî ìíîæèíè âèäó A × B, A ∈ B (R+), B ∈ F , ïîðîäæóþòü
B (R+)⊗F , âñòàíîâëþ¹ìî âèìiðíiñòü ξτ .

Òåîðåìà 1.7 (ïðî âèìiðíiñòü ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíî¨ â.ô.). Íåõàé T
òà E êîìïàêòíi i ìiðà ν ñêií÷åííà. ßêùî äëÿ ν-ìàéæå óñiõ t â.ô.
ξt (ω) ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíà, òî äëÿ íå¨ iñíó¹ âèìiðíà ñåïàðàáåëüíà
ìîäèôiêàöiÿ.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Äóáà ïðî ñåïàðàáåëüíó ìîäèôiêàöiþ äëÿ ξ iñíó¹
ñåïàðàáåëüíà ìîäèôiêàöiÿ ç äåÿêîþ ìíîæèíîþ ñåïàðàáåëüíîñòi T0. Òåîðåìà
ïðî çâ'ÿçîê ìiæ çáiæíiñòþ çà éìîâiðíiñòþ òà çáiæíiñòþ äâîâèìiðíèõ
ðîçïîäiëiâ äà¹ ñòîõàñòè÷íó íåïåðåðâíiñòü öi¹¨ ìîäèôiêàöi¨, òîìó ¨¨ òàêîæ
ïîçíà÷èìî ÿê ξ. Âíàñëiäîê êîìïàêòíîñòi T äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N iñíó¹
ñêií÷åííå ïîêðèòòÿ T âiäêðèòèìè êóëÿìè {Sn,k}l(n)

k=1 ðàäióñà íå áiëüøîãî çà
1
n . Ïîçíà÷èìî

Bn,k = Sn,k\
(
∪k−1
j=1Sn,j

)
òà âèáåðåìî tn,k ∈ T0 ∩Bn,k, k = 1, l (n). Âèçíà÷èìî

ξnt (ω) =

l(n)∑
k=1

ξtn,k (ω)1Bn,k (t) , t ∈ T, n ∈ N.

Íåõàé ε > 0 òà Gn,m (t) = P {d (ξnt , ξ
m
t ) > ε}. Äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ Bn,k

âiäñòàíü äî tn,k ìåíøà çà 1
n òà ξnt = ξtn,k , òîáòî ñòîõàñòè÷íà íåïåðåðâíiñòü

äà¹ Gn,m (t)→ 0, n,m→∞.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç µ ïðîäàêò ìiðó ν × P íà T × Ω, òîäi {ξnt } ¹

ïîñëiäîâíiñòþ Êîøi çà ìiðîþ µ:

µ {(t, ω) : d (ξnt , ξ
m
t ) > ε} =

∫
T

Gn,m (t) ν (dt)→ 0, n,m→∞.

Òàêèì ÷èíîì, {ξnt } ¹ çáiæíîþ çà ìiðîþ µ, i òîäi iñíó¹ çáiæíà µ-ìàéæå óñþäè
ïiäïîñëiäîâíiñòü äî, ñêàæiìî, ξ̃. Íåõàé C ⊂ T × Ω � ìíîæèíà µ ìiðè 0, íà
ÿêié öÿ çáiæíiñòü íå ìà¹ ìiñöå, òîäi äëÿ (t, ω) 6∈ C:

ξ̃t (ω) ∈ A (t, ω) .
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Ìîäèôiêóþ÷è ξ̃t (ω) íà C ìîæåìî äîïóñòèòè, ùî öå âêëþ÷åííÿ ìà¹ ìiñöå äëÿ
óñiõ (t, ω). Íåõàé Ct = {ω : (t, ω) ∈ C}, t ∈ T òà D = {t ∈ T : P (Ct) > 0}, òîäi
ν (D) = 0. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ

ξ̄t (ω) =

{
ξt (ω) , t ∈ T0 ∪D,
ξ̃t (ω) , t 6∈ T0 ∪D.

Ç ¨¨ îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹ ñåïàðàáåëüíiñòü i B (T )⊗F/E-âèìiðíiñòü. Áiëüø òîãî,
ξ̄t = ξt äëÿ t ∈ T0∪D òà ì.í. äëÿ t 6∈ T0∪D (çà ñòîõàñòè÷íîþ íåïåðåðâíiñòþ).
Îòæå, ξ̄t � øóêàíà ìîäèôiêàöiÿ.

Âiäìiòèìî, ùî óìîâè òåîðåìè ìîæíà ïîñëàáèòè: äîñòàòíüî âèìàãàòè
ëîêàëüíó êîìïàêòíiñòü äëÿ E, ëîêàëüíó êîìïàêòíiñòü òà ñåïàðàáåëüíiñòü äëÿ
T , à òàêîæ σ-ñêií÷åííiñòü ìiðè ν8.

Ïðèêëàä (íå âñi â.ô. ìàþòü âèìiðíó ìîäèôiêàöiþ). Íåõàé {ξt, t ∈ [0, 1]} �
ñiì'ÿ íåçàëåæíèõ Unif [−1, 1] ðîçïîäiëåíèõ â.â. Ïðèïóñòèìî ùî ξ ìà¹ âèìiðíó
ìîäèôiêàöiþ, ÿêó òàêîæ ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ. Âèçíà÷èìî

ηt (ω) =

∫ t

0

ξs (ω) ds, t ∈ [0, 1] .

Çà ïðèïóùåííÿì âèìiðíîñòi ηt (ω) ¹ â.ô. ç íåïåðåðâíèìè òðà¹êòîðiÿìè
(âïðàâà). ßêùî P {ηt 6= 0} = 0, ∀t ∈ [0, 1], òîäi ηt = 0 ì.í. äëÿ óñiõ
ðàöiîíàëüíèõ, à çíà÷èòü, âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi, i äëÿ âñiõ t ∈ [0, 1]. Àëå
òîäi, ξt = 0 äëÿ ìàéæå óñiõ t, à çâiäñè i ì.í. äëÿ óñiõ t, ùî ñóïåðå÷èòü
âèçíà÷åííþ ξ. Òîáòî ìà¹ iñíóâàòè t ∈ [0, 1] òàêå, ùî P {ηt 6= 0} > 0, òîäi

Eη2
t > 0.

Ïðîòå,

Eη2
t =

∫
Ω

(∫ t

0

ξs (ω) ds

)2

P (dω) =

∫
Ω

∫ t

0

∫ t

0

ξu (ω) ξs (ω) dsduP (dω) =

=

∫ t

0

∫ t

0

∫
Ω

ξu (ω) ξs (ω)P (dω) dsdu = Eξ2
1

∫ t

0

∫ t

0

1{s=u} (s) dsdu = 0.

Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü âêàçó¹ íà íå ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè âèìiðíó
ìîäèôiêàöiþ.

Íåõàé T = [0,∞), {Ft}t∈T � ïîòiê σ-àëãåáð, ç ÿêèì óçãîäæåíèé
äiéñíèé â.ï. {ξt, t ∈ T}. Ìîæíà áóëî á ñïîäiâàòèñü, ùî çà óìîâ iñíóâàííÿ∫ t

0 ξs (ω) ds ¹ Ft/B (R)-âèìiðíèé, ïðîòå âçàãàëi-òî öå íå òàê. Òîìó iíêîëè
âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ðîçãëÿäàòè ïîíÿòòÿ áiëüø �ñèëüíî¨� âèìiðíîñòi.

8Äèâ., íàïðèêëàä, Ãèõìàí È.È., Ñêîðîõîä À.Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ ñëó÷àéíèõ ïðîöåññîâ. Ì.: Íàóêà,
1977. Ñ. 227.

34



Âèçíà÷åííÿ. Â.ï. {ξt, t ∈ T} íàçèâàþòü ïðîãðåñèâíî âèìiðíèì, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíèõ 0 ≤ s ≤ t âiäîáðàæåííÿ ξs (ω) ¹ B ([0, t])⊗Ft/E-âèìiðíèì.

Çàâäàííÿ 8. Ïîêàçàòè, ùî êëàñ

ProgΩ = {A ⊂ T × Ω : A ∩ ([0, t]× Ω) ∈ B ([0, T ])⊗Ft, ∀t ∈ T}

óòâîðþ¹ σ-àëãåáðó, ÿêó íàçèâàþòü ïðîãðåñèâíîþ. Ïîêàçàòè, ùî
âiäîáðàæåííÿ X : T × Ω → E ¹ ïðîãðåñèâíèì â.ï. òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè öå âiäîáðàæåííÿ ¹ ProgΩ/E-âèìiðíå.

Òåîðåìà 1.8 (ïðî âèìiðíiñòü ïðîãðåñèâíî âèìiðíîãî ïðîöåñó). ßêùî â.ï.
{ξt, t ∈ T} ïðîãðåñèâíî âèìiðíèé, òî âií ¹ âèìiðíèì òà óçãîäæåíèì ç
ôiëüòðàöi¹þ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé B ∈ E , òîäi

ξ−1 (B) = {(s, ω) ∈ T × Ω : ξ (s, ω) ∈ B} =

= ∪∞n=0 {(s, ω) ∈ [0, n]× Ω : ξ (s, ω) ∈ B} .

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ 0 çà óìîâîþ òåîðåìè

{(s, ω) ∈ [0, n]× Ω : ξ (s, ω) ∈ B} ∈ B[0,n] ⊗Fn,

îòðèìó¹ìî ùî ξ−1 (B) ∈ B (R+)⊗F .

Çàâäàííÿ 9. Íåõàé {Ω,F ,P} = {[0, 1] ,B ([0, 1]) , `}. Ïîêàçàòè, ùî êëàñ
ìíîæèí

F0 = {A ∈ F : P (A) = 0 àáî 1}
óòâîðþ¹ σ-àëãåáðó. Âèçíà÷èìî ôiëüòðàöiþ ÿê Ft = F0, t ≥ 0, i ïîçíà÷èìî

A =

{
(t, ω) ∈ T × Ω : t = ω ∈

[
0,

1

2

]}
.

Ïîêàçàòè, ùî A ∈ B (T )⊗F , ïðîòå äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0:

A ∩ ([0, t]× Ω) 6∈ B ([0, t])⊗Ft

(òîäi á ïðîåêöiÿ ïåðåòèíó íà Ω ìàëà á íàëåæàòè F , ùî íå ìîæëèâî).
À òàêîæ ïîêàçàòè, ùî 1A ¹ âèìiðíèì òà óçãîäæåíèì â.ï., ïðîòå íå
ïðîãðåñèâíî âèìiðíèì.

Âiäìiòèìî, ùî õî÷à äiéñíèé âèìiðíèé óçãîäæåíèé ç ôiëüòðàöiþ â.ï.
â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå ¹ ïðîãðåñèâíî âèìiðíèé, ïðîòå äëÿ íüîãî iñíó¹
ïðîãðåñèâíî âèìiðíà ìîäèôiêàöiÿ9. Âñòàíîâèìî öåé ðåçóëüòàò çà áiëüø
ñèëüíèõ îáìåæåíü.

9Äèâ. Ò.42 â Ìåéåð Ï.-À. Âåðîÿòíîñòü è ïîòåíöèàëû. Ì.: Ìèð, 1977. 324 ñ.
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Òåîðåìà 1.9 (ïðîãðåñèâíà âèìiðíiñòü ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèõ ïðîöåñiâ).
Íåõàé {ξt, t ≥ 0} � äiéñíèé ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé óçãîäæåíèé ç
ôiëüòðàöi¹þ {Ft} â.ï., òîäi äëÿ íüîãî iñíó¹ ñåïàðàáåëüíà òà ïðîãðåñèâíî
âèìiðíà ìîäèôiêàöiÿ.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî ðiâíîìiðíó ñòîõàñòè÷íó íåïåðåðâíiñòü íà
êîìïàêòi â.ï. ξt ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèé íà [0, T ] äëÿ äîâiëüíîãî T ∈ R, i,
âðàõîâóþ÷è ùî çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ åêâiâàëåíòíà çáiæíîñòi âiäíîñíî
ìåòðèêè

ρ (ξ, η) = E (|ξ − η| ∧ 1) ,

ìà¹ìî ∀n ∈ N ∃δn: ∀t, t′ ∈ [0, n], |t− t′| ≤ δn: ρ (ξt, ξt′) ≤ 2−n. Ïîáóäó¹ìî

ðîçáèòòÿ 0 = t
(n)
0 < t

(n)
1 < . . . < t

(n)
an = n òàêå, ùî max0≤j≤an−1

∣∣∣t(n)
j+1 − t

(n)
j

∣∣∣ ≤ δn

i
{
t
(n+1)
j

}
âèçíà÷à¹ ïiäðîçáèòòÿ.

Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ

ξn (t) = ξn (t, ω) =

an∑
j=1

ξ
(
t
(n)
j−1, ω

)
1[t(n)j−1,t

(n)
j )×Ω

+ ξ (n, ω)1[n,∞)×Ω.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî t > 0, äîñòàòíüî âåëèêîãî n ∈ N òà äîâiëüíîãî
0 ≤ s ≤ t âíàñëiäîê óçãîäæåíîñòi ç ôiëüòðàöi¹þ óñi äîäàíêè

ξ
(
t
(n)
j−1, ω

)
1[t(n)j−1,t

(n)
j )×Ω

(s, ω) âèìiðíi ïî ω âiäíîñíî F
t
(n)
j−1
⊂ Ft, j = 1, an. Òîáòî,

äëÿ äîñòàòíüî âåëèêîãî n âiäîáðàæåííÿ (s, ω) → ξn (s, ω) ¹ B ([0, t]) ⊗ Ft-
âèìiðíå.

Ïîêàæåìî, ùî ξn (t) ¹ çáiæíèì ì.í. ∀t ≥ 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

An =
{
|ξn (t)− ξn+1 (t)| ≥ n−2

}
,

òîäi äëÿ äîñòàòíüî âåëèêîãî n ç âèêîðèñòàííÿì íåðiâíîñòi ×åáèøåâà ìà¹ìî

P (An) = P
{

1 ∧ |ξn (t)− ξn+1 (t)| ≥ n−2
}
≤ n2ρ (ξn (t) , ξn+1 (t)) .

ßêùî t < n, òîäi äëÿ äåÿêèõ j òà k ìà¹ìî t(n)
j−1 ≤ t < t

(n)
j òà t(n+1)

k−1 ≤ t < t
(n+1)
k ,

à çíà÷èòü,
∣∣∣t(n)
j−1 − t

(n+1)
k−1

∣∣∣ ≤ δn, çâiäêè

ρ (ξn (t) , ξn+1 (t)) ≤ 2−n,∀t < n.

Îòæå, P (An) ≤ n22−n i ëåìà Áîðåëÿ- Êàíòåëëi äà¹ çáiæíiñòü ì.í. äëÿ ξn (t).
Âèçíà÷èìî

ηt (ω) = limn→∞ξn (t, ω) , ω ∈ Ω, t ≥ 0.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ηt ¹ âåðõíüîþ ãðàíèöåþ B ([0, t]) ⊗ Ft-âèìiðíèõ ôóíêöié,
îäåðæó¹ìî ïðîãðåñèâíó âèìiðíiñòü äëÿ η. Äëÿ ôiêñîâàíîãî t òà n äîñòàòíüî
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âåëèêîãî ξn (t) = ξ
(
t
(n)
j−1

)
äëÿ äåÿêîãî j = j (n) òà t(n)

j−1 ≤ t < t
(n)
j , òîäi t(n)

j−1 → t

i ξn (t) = ξ
(
t
(n)
j−1

)
→ ξt çà éìîâiðíiñòþ. Âðàõîâóþ÷è ì.í. çáiæíiñòü ξn (t) òà

¹äèíiñòü ãðàíèöi, îòðèìà¹ìî ùî ξt = ηt ì.í.
Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî {ηt, t ≥ 0} ñåïàðàáåëüíèé. Âèçíà÷èìî

T0 =
{
t
(n)
j , j = 1, an, n ∈ N

}
,

òîäi çà îçíà÷åííÿì ηt (ω) iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü
{
t
(nk)
j(nk)−1

}
òàêà, ùî

ξ
(
t
(nk)
j(nk)−1, ω

)
→ η (t, ω) .

Áiëüø òîãî, äëÿ s ∈ T0 òà äîñòàòíüî âåëèêîãî n ìà¹ìî ξn (s) = ξs, à çíà÷èòü
ξs = ηs. Çâiäêè ηt ∈ A (t, ω), i çà ëåìîþ ïðî àëüòåðíàòèâíå îçíà÷åííÿ
ñåïàðàáåëüíîñòi ηt ñåïàðàáåëüíèé.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ïîêàçàòè, ùî ïðîöåñ {ξt, t ≥ 0} ¹ âèìiðíèé, ÿêùî âií ìà¹ òðà¹êòîði¨
íåïåðåðâíi ñïðàâà (çëiâà).

2. Ïîêàçàòè, ùî â.ï. ç òðà¹êòîðiÿìè íåïåðåðâíèìè çëiâà àáî íåïåðåðâíèìè
ñïðàâà íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ âèìiðíèé.

3. Íàâåñòè ïðèêëàä â.ï. {ξt, t ∈ [a, b]} òà â.â. τ , äëÿ ÿêèõ ξτ íå ¹ â.â.

4. Ïîáóäóâàòè ïðîöåñ, ÿêèé áè áóâ âèìiðíèé, ïðîòå íå ïðîãðåñèâíî
âèìiðíèé.

5. Íåõàé {ξt, t ≥ 0} � â.ï., óçãîäæåíèé ç ôiëüòðàöi¹þ {Ft}, ÿêèé äëÿ ì.ó.
ω ìà¹ òðà¹êòîði¨ íåïåðåðâíi ñïðàâà. Ïîêàçàòè, ùî ïðîöåñ ¹ ïðîãðåñèâíî
âèìiðíèé.

1.6.Íåïåðåðâíiñòü ìàéæå íàïåâíî

Íåõàé {Ω,F ,P} � ïîâíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið, {E, E} � ïîëüñüêèé
ïðîñòið ç âiäïîâiäíîþ ìåòðèêîþ d, T ⊂ R. Ðîçãëÿíåìî çà ÿêèõ óìîâ äëÿ
â.ï. {ξt, t ∈ T} çi çíà÷åííÿìè â E iñíó¹ ìîäèôiêàöiÿ ì.í. íåïåðåðâíà çà t.

Äëÿ δ > 0 òà âiäîáðàæåííÿ f : T → E âèçíà÷èìî ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi
f íà D ⊂ T ÿê

$D (f, δ) = sup {d (ft, fs) , t, s ∈ D : |t− s| < δ} .
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Çàâäàííÿ 10. Ïîêàçàòè, ùî $D (f, δ) íå çðîñòà¹ ïî δ. Íåõàé D �
çëi÷åííà óñþäè ùiëüíà â T ìíîæèíà, T � êîìïàêò, ïîêàçàòè ùî áóäü-ÿêå
âiäîáðàæåííÿ f : D → E ìà¹ íåïåðåðâíå äîâèçíà÷åííÿ f̃ : T → E òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè $D (f, δ)→ 0 äëÿ δ → 0.

Òåîðåìà 1.10 (ïðî íåïåðåðâíiñòü â òåðìiíàõ ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi). Íåõàé
D � çëi÷åííà óñþäè ùiëüíà â êîìïàêòíié ìíîæèíi T . Ïðîöåñ {ξt, t ∈ T}
ìà¹ íåïåðåðâíó ì.í. ìîäèôiêàöiþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öåé ïðîöåñ

ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé òà $D (ξ, δ)
P→ 0, δ → 0.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ξ̃ âèçíà÷à¹ ì.í. íåïåðåðâíó ìîäèôiêàöiþ, òîäi

∀t ∈ T : ξ̃s
P1→ ξ̃t, s→ t,

à çíà÷èòü, ìà¹ìî çáiæíiñòü i çà éìîâiðíiñòþ. Îñêiëüêè ñêií÷åííîâèìiðíi
ðîçïîäiëè ξ òà ξ̃ çáiãàþòüñÿ, à çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ çàëåæèòü ëèøå âiä
çáiæíîñòi äâîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ, ìà¹ìî ùî ξt ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé.

Êðiì òîãî, $D

(
ξ̃, δ
)
→ 0 ì.í. Îñêiëüêè ì.í. ξ̃t = ξt äëÿ t ∈ D, ìà¹ìî

$D (ξ, δ)→ 0 ì.í. i çíà÷èòü çà éìîâiðíiñòþ.

Íàâïàêè, íåõàé ïðîöåñ ξ ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé òà $D (ξ, δ)
P→ 0,

δ → 0. Îñêiëüêè $D (ξ, δ) ìîíîòîííî ñïàäà¹ ïî δ, òî $D (ξ, δ)
P1→ 0, ÿêùî

δ → 0. Äëÿ óñiõ
ω ∈ Ω̃ = {$D (ξ, δ)→ 0, δ → 0}

ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ̃ íåïåðåðâíå äîâèçíà÷åííÿ ξ : D → E íà T , äëÿ ω 6∈ Ω̃
ïîêëàäåìî ξ̃t (ω) = 0, t ∈ T . Òîäi òðà¹êòîði¨ ξ̃ íåïåðåðâíi äëÿ âñiõ ω. Òàêîæ
ξ̃t = ξt ì.í. äëÿ t ∈ D. Äëÿ t 6∈ D âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü {tn} ⊂ D: tn → t,
òîäi ξ̃tn → ξ̃t òà ξ̃tn = ξtn ì.í. ðàçîì äàþòü, ùî ξtn → ξ̃t ì.í. Îñêiëüêè ξtn → ξt
çà éìîâiðíiñòþ, òî ξt = ξ̃t ì.í. Òàêèì ÷èíîì, ξ̃ � øóêàíà ìîäèôiêàöiÿ.

Âiäìiòèìî ùî óìîâó, ùîäî çáiæíîñòi ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi äî íóëÿ,
â áàãàòüîõ âèïàäêàõ âñòàíîâèòè íåïðîñòî. Áiëüø ïðîñòîþ äëÿ ïåðåâiðêè ¹
äîñòàòíÿ óìîâà Êîëìîãîðîâà.

Òåîðåìà 1.11 (ïðî äîñòàòíþ óìîâó Êîëìîãîðîâà íåïåðåðâíîñòi ì.í.). Íåõàé
T � êîìïàêò, äëÿ äîâiëüíèõ t, s ∈ T òà äåÿêèõ a, b, c > 0 â.ï. {ξt, t ∈ T}
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

Eda (ξt, ξs) ≤ b |t− s|1+c ,

òîäi ξt ìà¹ íåïåðåðâíó ìîäèôiêàöiþ.

Äîâåäåííÿ. Çà íåðiâíiñòþ ×åáèøåâà òà iç çàñòîñóâàííÿì óìîâè òåîðåìè
îäåðæèìî, ùî

P {d (ξt, ξs) ≥ ε} ≤ Eda (ξt, ξs) /ε
a ≤ b |t− s|1+c /εa
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äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0. Çâiäêè âèâîäèìî ñòîõàñòè÷íó íåïåðåðâíiñòü ξt i
çà òåîðåìîþ ïðî íåïåðåðâíiñòü â òåðìiíàõ ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi äîñòàòíüî
âñòàíîâèòè çáiæíiñòü äî íóëÿ ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi íà äåÿêié çëi÷åííié òà
óñþäè ùiëüíié ìíîæèíi â T .

Äëÿ ïðîñòîòè ïîçíà÷åíü ïðèïóñòèìî ùî T = [0, 1]. Âèçíà÷èìî
ìíîæèíó

D =

{
k

2n
, k = 0, 2n, n ∈ N

}
òà ðîçãëÿíåìî $D (ξ, 2−n) äëÿ n ∈ N. ßêùî t, s ∈ T : |t− s| < 2−n, òî iñíó¹
k ≤ 2n:

∣∣t− k
2n

∣∣ < 2−n òà
∣∣s− k

2n

∣∣ < 2−n. ßêùî äîäàòêîâî t ∈ D, òî t ìîæíà
ïîäàòè ÿê

t =
k

2n
±

m∑
j=1

aj2
−(n+j),

äå aj = 0 àáî 1, 1 ≤ j ≤ m, m ∈ N. Âèçíà÷èìî

Zn (ω) = sup
0≤k≤2n−1

d
(
ξk+1

2n
, ξ k

2n

)
,

òîäi

d
(
ξt, ξ k

2n

)
≤

n+m∑
j=n+1

Zj ≤
∞∑

j=n+1

Zj.

Àíàëîãi÷íî, d
(
ξs, ξ k

2n

)
≤
∑∞

j=n+1 Zj. Îòæå,

$D

(
ξ, 2−n

)
≤ 2

∞∑
j=n+1

Zj.

Âèáåðåìî γ òàê, ùîá 0 < γ < c/a, òîäi β = c−aγ > 0 òà, çàñòîñîâóþ÷è
íåðiâíiñòü îòðèìàíó íà ïî÷àòêó äîâåäåííÿ, âèâîäèìî ùî

P
{
Zn ≥ 2−nγ

}
= P

{
sup

0≤k≤2n−1
d
(
ξk+1

2n
, ξ k

2n

)
≥ 2−nγ

}
≤

≤
2n−1∑
k=0

P
{
d
(
ξk+1

2n
, ξ k

2n

)
≥ 2−nγ

}
≤ 2nb2−n(1+β) = b2−nβ.

Îñêiëüêè ðÿä
∑

n 2−nβ çáiæíèé, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ðÿä
∑

n P {Zn ≥ 2−nγ}
òàêîæ çáiæíèé. Çà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi ïîäiÿ {Zn ≥ 2−nγ} ìà¹ ìiñöå ëèøå

äëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi n i lim
n→∞

∞∑
m=n+1

Zm = 0 ì.í., à çíà÷èòü $D (ξ, 2−n)→ 0

ì.í. Îñêiëüêè $D (ξ, δ) íåçðîñòàþ÷à ïî δ, òî $D (ξ, δ)
P1→ 0, δ → 0.
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Ïðèêëàä (íåïåðåðâíiñòü áðîóíiâñüêîãî ðóõó). Íåõàé {Wt, t ∈ [0, T ]} �
ïðîöåñ Âiíåðà. Ïîêàæåìî, ùî ïðîöåñ

Bt (ω) = at+ σWt (ω) , t ∈ [0, T ] ,

ìà¹ ì.í. íåïåðåðâíi òðà¹êòîði¨.
Çàñòîñó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò äëÿ ξ ∼ N

(
0, σ2

)
:

Eξ2k = (2k − 1)!!σ2k, Eξ2k−1 = 0, k ∈ N.

Íåõàé s < t, òîäi
Bt −Bs = a (t− s) + σ (Wt −Ws)

i, âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ïðîöåñó Âiíåðà, Bt−Bs = a∆ +σ
√

∆ζ, ζ ∼ N (0, 1).
Ðîçãëÿíåìî

E |Bt −Bs|4 = a4∆4 + 6a2∆3σ2 + σ43∆2 =

= ∆2
(
a4∆2 + 6a2σ2∆ + 3σ4

)
≤ C∆2 = C (t− s)2 .

Òîáòî âèêîíàíà óìîâà òåîðåìè ïðî äîñòàòíþ óìîâó Êîëìîãîðîâà
íåïåðåðâíîñòi ì.í.

Âïðàâà 1.13. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà óìîâà òåîðåìè ïðî
äîñòàòíþ óìîâó Êîëìîãîðîâà íåïåðåðâíîñòi ì.í. íå âèêîíàíà.

Âiäìiòèìî, ùî ÿêùî âèêîíàíà äîñòàòíÿ óìîâà Êîëìîãîðîâà, òî iñíó¹
ìîäèôiêàöiÿ ç òðà¹êòîðiÿìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü áiëüø ñèëüíó óìîâó, íiæ
íåïåðåðâíiñòü.

Âèçíà÷åííÿ. Âiäîáðàæåííÿ f : T → E íàçèâàþòü γ-Ãåëüäåð íåïåðåðâíèì,
ÿêùî ∃0 < C <∞:

$T (f, δ) ≤ Cδγ.

Ãîâîðÿòü, ùî f ¹ ëîêàëüíî γ-Ãåëüäåð íåïåðåðâíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨
îáìåæåíî¨ ìíîæèíè A ⊂ T iñíó¹ 0 < C <∞, ùî

$A (f, δ) ≤ Cδγ.

Çàâäàííÿ 11. Ïîêàçàòè, ùî: 1) γ-Ãåëüäåð íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ äëÿ γ > 1 ¹
ñòàëîþ;

2) ëîêàëüíî γ1-Ãåëüäåð íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ¹ ëîêàëüíî γ2-Ãåëüäåð
íåïåðåðâíîþ, ÿêùî 0 < γ2 ≤ γ1 ≤ 1;

3) ÿêùî T � êîìïàêò, òî ëîêàëüíî γ-Ãåëüäåð íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ¹
γ-Ãåëüäåð íåïåðåðâíîþ, ÿêà ¹ â ñâîþ ÷åðãó ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ.
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Ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî äîñòàòíþ óìîâó Êîëìîãîðîâà
íåïåðåðâíîñòi ì.í. îäåðæàëè, ùî ì.í. ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî n0 äëÿ 0 < γ < c

a
ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü Zn < 2−γn. Çâiäêè ìîæåìî âèâåñòè iñíóâàííÿ ìîäèôiêàöi¨
ξ̃, ùî ∀t ∈ [0, T ] ∃ε > 0, C <∞ : ∀u, v ∈ [0, T ]: |u− t| , |v − t| < ε ìà¹ìî

d
(
ξ̃u, ξ̃v

)
≤ C |u− v|γ .

Òîáòî ∀T ∈ R+ iñíó¹ ìîäèôiêàöiÿ ξ̃t = ξ̃t (T ), ÿêà ¹ ëîêàëüíî γ-Ãåëüäåð
íåïåðåðâíîþ.

Çà òåîðåìîþ ïðî ñòîõàñòè÷íó åêâiâàëåíòíiñòü ∀T1, T2 ∈ R+ â.ï. ξ̃t (T1)
òà ξ̃t (T2) íåðîçðiçíåííi íà [0, T1 ∧ T2]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ω̃ (T1, T2) ìíîæèíó
òèõ ω, äëÿ ÿêèõ ∃t ∈ [0, T1 ∧ T2]: ξ̃t (T1) 6= ξ̃t (T2), òîäi Ω̄ = ∪T1,T2∈NΩ̃ (T1, T2) :
P
(
Ω̄
)

= 0. Âèçíà÷èìî

ξ̄t (ω) =

{
ξ̃t (T ) , ω ∈ Ω\Ω̄,
0, ω ∈ Ω̄.

Çà ïîáóäîâîþ ξ̄t ¹ ìîäèôiêàöi¹þ ξ òà ëîêàëüíî γ-Ãåëüäåð íåïåðåðâíîþ íà R+.

Íàñëiäîê 1.1. Íåõàé äëÿ â.ï. {ξt, t ≥ 0} iñíóþòü a, c > 0 òàêi, ùî íà [0, T ],
∀T ≥ 0, äëÿ äåÿêîãî 0 < b <∞ âèêîíàíà äîñòàòíÿ óìîâà Êîëìîãîðîâà, òîäi
iñíó¹ ìîäèôiêàöiÿ

{
ξ̄t, t ≥ 0

}
ì.í. ëîêàëüíî γ-Ãåëüäåð íåïåðåðâíà íà R+ äëÿ

0 < γ < c
a.

Ïðèêëàä (íåïåðåðâíiñòü ïðîöåñiâ Îðåíøòåéíà-Óëåíáåêà òà äðîáîâîãî
áðîóíiâñüêîãî ðóõó). Íåõàé {ξt, t ∈ [0, T ]} � â.ï. Ãàóññà ç ñåðåäíiì 0 òà

êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà äîðiâíþ¹ à) e−|t−s|; á) 1
2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
,

H ∈ (0, 1]. Âèçíà÷èìî çà ÿêèõ çíà÷åíü γ öi ïðîöåñè ìàþòü ìîäèôiêàöi¨ ç
òðà¹êòîðiÿìè, ÿêi ì.í. γ-Ãåëüäåð íåïåðåðâíi.

Äëÿ ïðîöåñó Ãàóññà ç íóëüîâèì ñåðåäíiì òà êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ
γs,t ðiçíèöÿ ξt − ξs ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ñåðåäíiì 0 òà äèñïåðñi¹þ

σ2
s,t = γt,t + γs,s − γs,t − γt,s,

òîìó
E |ξt − ξs|2k = (2k − 1)!!σ2k

s,t.

Çíà÷èòü, äëÿ âèïàäêó à)

E |ξt − ξs|2k = (2k − 1)!!2k
(

1− e−|t−s|
)k
≤ Ck |t− s|k ,

òà äëÿ á) E |ξt − ξs|2k = |t− s|2Hk. Îñêiëüêè k äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ξt
¹ γ-Ãåëüäåð íåïåðåðâíîþ äëÿ à) γ < 1/2 òà äëÿ á) γ < H.
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Âïðàâà 1.14. Ïîêàçàòè, ùî äîñòàòíÿ óìîâà Êîëìîãîðîâà íå ¹ íåîáõiäíîþ.

Âïðàâà 1.15. Íåõàé {Xt, t ∈ T} � ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé â.ï. Ïîêàçàòè,
ùî ÿêùî éìîâiðíiñíèé ïðîñòið {Ω,F ,P} äèñêðåòíèé, òî ïðîöåñ íåïåðåðâíèé
ì.í.

Ïðîöåñè áåç ðîçðèâiâ II ðîäó.

Âèçíà÷åííÿ. Ãîâîðÿòü, ùî â.ï. {ξt, t ∈ [0, T ]} íå ìà¹ ðîçðèâiâ II ðîäó, ÿêùî
∀t ∈ [0, T ) iñíó¹ ãðàíèöÿ

ξt+ (ω) = lim
s↓t

ξs (ω)

i ∀t ∈ (0, T ] iñíó¹ ãðàíèöÿ

ξt− (ω) = lim
s↑t

ξs (ω) .

ßêùî ïðîöåñ íå ìà¹ ðîçðèâiâ II ðîäó i íåïåðåðâíèé ñïðàâà (çëiâà), òî éîãî
íàçèâàþòü cadlag (caglad) ïðîöåñîì.

Óìîâó âiäñóòíîñòi ðîçðèâiâ II ðîäó äåÿêî¨ ôóíêöi¨ çðó÷íî
ôîðìóëþâàòè â òåðìiíàõ ÷èñëà ε-êîëèâàíü. Ãîâîðÿòü, ùî ÷èñëî ε-êîëèâàíü
ôóíêöi¨ xt : T → E äîðiâíþ¹ n, ÿêùî iñíóþòü òàêi òî÷êè t0 < . . . < tn â T :

d(xti+1
, xti) ≥ ε, i = 0, n− 1,

i íå iñíóþòü òî÷êè t0 < t1 < . . . < tn+1, äëÿ ÿêèõ ìà¹ ìiñöå äàíà íåðiâíiñòü.

Ëåìà 1.4 (ïðî çáiæíiñòü â òåðìiíàõ ε-êîëèâàíü). Íåõàé ôóíêöiÿ xt
âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi T çi çíà÷åííÿìè â E. Äëÿ òîãî, ùîá äëÿ êîæíî¨
ìîíîòîííî¨ ïîñëiäîâíîñòi {tn} ∈ T iñíóâàëà limn→∞ xtn íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá xt ìàëà ñêií÷åííå ÷èñëî ε-êîëèâàíü äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïðîñòîòè àðãóìåíòàöi¨ ðîçãëÿíåìî ëèøå âèïàäîê E = R òà
d (x, y) = |x− y|. Ïðèïóñòèìî, ùî xt ìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü ε-êîëèâàíü,
ïðîòå {xtn} íåçáiæíà. ßêùî {xtn} íåîáìåæåíà, òî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {tnk}:∣∣∣xtnk − xtnk−1 ∣∣∣ ≥ 1,

àëå òîäi xt ìàòèìå 1-êîëèâàíü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü. Äàëi, ÿêùî {xtn}
îáìåæåíà i

a = limxtn < limxtn = b,

òî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {tnk}:

xtn2k < a+
b− a

3
òà xtn2k+1

> b− b− a
3

,
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i çíà÷èòü, xt ìàòèìå íåñêií÷åííå ÷èñëî b−a
3 -êîëèâàíü. Òîáòî, ÿêùî xtn íå ìà¹

ãðàíèöi, òî xt ìàòèìå íåñêií÷åííå ÷èñëî ε-êîëèâàíü äëÿ äåÿêîãî ε > 0.
ßêùî xt ìà¹ äëÿ äåÿêîãî ε > 0 íåñêií÷åííå ÷èñëî ε-êîëèâàíü, òîáòî

iñíóþòü òàêi òî÷êè t0 < t1 < . . . < tn < . . . â T , ùî∣∣xti+1
− xti

∣∣ ≥ ε,

òî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {xtn} íå ìîæå iñíóâàòè limxtn.

Òåîðåìà 1.12 (ïðî cadlag ìîäèôiêàöiþ äëÿ ïðîöåñiâ çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì
ε-êîëèâàíü). Íåõàé â.ï. {ξt (ω) , t ∈ [0, T ]} ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé, D �
çëi÷åííà óñþäè ùiëüíà ìíîæèíà â [0, T ], A (D, ε) � ìíîæèíà ôóíêöié, ÿêi
íà D ìàþòü ñêií÷åííå ÷èñëî ε-êîëèâàíü. ßêùî

P {ξ ∈ A (D, ε)} = 1,∀ε > 0,

òî iñíó¹ cadlag ìîäèôiêàöiÿ ïðîöåñó ξt.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà A (D, ε) ¹ ìíîæèíîþ σ-àëãåáðè öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí.
Òîäi òàêîþ áóäå òàêîæ ìíîæèíà

A (D) = ∩kA
(
D,

1

k

)
.

ßêùî ôóíêöiÿ x (·) ∈ A (D), òî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] iñíóþòü lims∈D,s↓t xs. Íåõàé
Ω0 = {ξ ∈ A (D)}, òîäi çà óìîâîþ P (Ω0) = 1. Äëÿ âñiõ ω ∈ Ω0 âèçíà÷èìî
ïðîöåñ ξ̃ ÿê

ξ̃t (ω) = lim
s∈D,s↓t

ξs (ω) ,

à äëÿ ω ∈ Ω\Ω0 ÿê ξ̃t (ω) = 0. Çi ñòîõàñòè÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi ξs âèïëèâà¹, ùî
ξ̃t ¹ ìîäèôiêàöi¹þ ξt, êðiì òîãî çà ïîáóäîâîþ ξ̃ ¹ cadlag ïðîöåñîì.

Òåîðåìà 1.13 (ïðî cadlag ìîäèôiêàöiþ â òåðìiíàõ αε (h)). Íåõàé ìà¹ìî
äåÿêèé ÷èñëîâèé â.ï. {ξt, t ∈ [0, T ]}, âèçíà÷èìî Ft = σ {ξs, s ≤ t}. ßêùî

∀ε > 0,∃αε (h) : αε (h) ↓ 0, h ↓ 0

òà ì.í.
P {|ξt+h − ξt| > ε|Ft} ≤ αε (h) , 0 ≤ t < t+ h < T,

òîäi ξt ìà¹ cadlag ìîäèôiêàöiþ.
10

Òåîðåìà 1.14 (ïðî cadlag ìîäèôiêàöiþ äëÿ ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíîãî
ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè). Ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé ïðîöåñ ç
íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè çi çíà÷åííÿìè ó ñåïàðàáåëüíîìó áàíàõîâîìó
ïðîñòîði ìà¹ cadlag ìîäèôiêàöiþ.

10Äèâ., íàïðèêëàä, Òåîðåìà 9.2 â Ñêîðîõîä À.Â. Ëåêöi¨ ç òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ. Ê.: Ëèáiäü, 1990.

43



Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè ïðî ðiâíîìiðíó ñòîõàñòè÷íó íåïåðåðâíiñòü íà êîìïàêòi
ìà¹ìî ∀ε > 0: limh↓0 αε (h) = 0, äå

αε (h) = sup
|t−s|≤h

P {‖ξt − ξs‖ > ε} .

Ç íåçàëåæíîñòi ïðèðîñòiâ âèïëèâà¹ íåçàëåæíiñòü ξu − ξt âiä Ft, u > t, òîìó
ì.í.

P {‖ξt+h − ξt‖ > ε|Ft} = P {‖ξt+h − ξt‖ > ε} ≤ αε (h)

i òåîðåìà áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî cadlag ìîäèôiêàöiþ â
òåðìiíàõ αε (h).

Ïðèêëàä (ïðîöåñ Ëåâi). Íåõàé ϕ (α) � äåÿêà áåçìåæíî ïîäiëüíà õ.ô.
Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ôóíêöié{

φst (α) = ϕt−s (α) , 0 ≤ s ≤ t, α ∈ R
}

i ïîêàæåìî, ùî âîíà çàäà¹ äåÿêèé ïðîöåñ Ëåâi, ÿêèé ïî÷èíà¹òüñÿ ç íóëÿ.
Ç âëàñòèâîñòåé áåçìåæíî ïîäiëüíèõ õ.ô. âèïëèâà¹, ùî φst (α) ¹ õ.ô.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ 0 ≤ s < u < t <∞:

φst (α) = ϕt−s (α) = ϕt−u (α)ϕu−s (α) = φsu (α)φut (α) ,

çà òåîðåìîþ ïðî iñíóâàííÿ ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè çà çàäàíîãî
ðîçïîäiëó ïðèðîñòó iñíó¹ â.ï. ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè {ξt, t ≥ 0}, òàêèé
ùî ξ0 = 0 ì.í., ïðè÷îìó φst (α) = Eeıα(ξt−ξs). Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ äîâiëüíèõ
0 = t0 < t1 < . . . < tm, h > 0 òà α1, . . . , αm ∈ R:

Ee
∑m
k=1 ıαk(ξtk+h−ξtk−1+h) =

m∏
k=1

ϕ(tk+h)−(tk−1+h) (α) = Ee
∑m
k=1 ıαk(ξtk−ξtk−1),

îòðèìà¹ìî ñòàöiîíàðíiñòü ó âóçüêîìó ñåíñi ïðèðîñòiâ ïðîöåñó, òîáòî â.ï. ξ
îäíîðiäíèé. Çàçíà÷èìî, ùî Eeıα(ξt−ξs) = ϕt−s (α) → 1, ÿêùî s → t, òîìó çà
òåîðåìîþ Ëåâi íåïåðåðâíîñòi ðiçíèöÿ ξt − ξs çà ðîçïîäiëîì çáiãà¹òüñÿ äî 0.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F0 (x) ôóíêöiþ àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî â òî÷öi
0, òîäi ∀ε > 0, ÿêùî s→ t:

P {|ξt − ξs| ≥ ε} = P {ξt − ξs ≤ −ε}+ P {ξt − ξs ≥ ε} ≤

≤ P
{
ξt − ξs < −

ε

2

}
+ (1− P {ξt − ξs < ε})→ F0

(
−ε

2

)
+ 1− F0 (ε) = 0.

Îòæå, ïðîöåñ ξ ¹ ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé i çà òåîðåìîþ ïðî cadlag
ìîäèôiêàöiþ äëÿ ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíîãî ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè
ïðèðîñòàìè iñíó¹ ìîäèôiêàöiÿ ç òðà¹êòîðiÿìè áåç ðîçðèâiâ äðóãîãî ðîäó.
Îòðèìàíà ìîäèôiêàöiÿ ¹ ïðîöåñîì Ëåâi.
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Âiäìiòèìî, ùî ìà¹ ìiñöå i çâîðîòíié ðåçóëüòàò. ßêùî {ξt, t ≥ 0}
� ïðîöåñ Ëåâi, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ ç íóëÿ, òîäi âíàñëiäîê íåçàëåæíîñòi òà
ñòàöiîíàðíîñòi ïðèðîñòiâ äëÿ êîæíîãî m ∈ N ñïðàâåäëèâå ïîäàííÿ

ξt=
m∑
k=1

Xk,

äå Xk = Xk (n, t) = ξkt/m − ξ(k−1)t/m � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi â.â.
Òîáòî õ.ô. φt (α) = Eeıαξt ¹ áåçìåæíî ïîäiëüíîþ i çà òåîðåìîþ ïðî çîáðàæåííÿ
Ëåâi-Õií÷èíà áåçìåæíî ïîäiëüíî¨ õ.ô. ìîæå áóòè ïîäàíà ÿê eψ(α,t), äå ψ (α, t)
� âiäïîâiäíà êóìóëÿíòà. Áåçìåæíà ïîäiëüíiñòü φt (α) äà¹ ∀k,m ∈ N:

kψ (α, 1) = ψ (α, k) = mψ (α, k/m) ,

òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî s > 0:

ψ (α, s) = sψ (α, 1) .

Äëÿ äîâiëüíîãî t > 0 iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ sn ↓ t, n → ∞, òîäi
íåïåðåðâíiñòü ñïðàâà ξ iç çàñòîñóâàííÿì òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó
çáiæíiñòü äà¹ φsn (α)→ φt (α) òà

ψ (α, sn) = lnφsn (α)→ ψ (α, t) , n→∞.

Îòæå, ∀t ≥ 0:
ψ (α, t) = tψ (α, 1) ,

i çíà÷èòü,

Eeıα(ξt−ξs) =
(
eψ(α)

)(t−s)
,

äå ψ (α) � êóìóëÿíòà ξ1. Âiäïîâiäíî äëÿ òîãî, ùîá çàäàòè ïðîöåñ Ëåâi
äîñòàòíüî çàäàòè òàê çâàíó òðiéêó Ëåâi: ñòàëi a ∈ R, σ2 ≥ 0 òà ìiðó Π íà
R\ {0}:

∫
0<|x|≤1 x

2Π (dx) <∞.

Íàïðèêëàä, ξt = at, a ∈ R1, ¹ ïðîöåñîì Ëåâi ç êóìóëÿíòîþ ψ (α) = ıαa.
ßêùî σ2 = 0 òà

∫ 1

−1 |x|Π (dx) <∞, òî âiäïîâiäíèé ïðîöåñ Ëåâi ìà¹ ñêií÷åííó
âàðiàöiþ11. Ïðîöåñ Ëåâi íàçèâàþòü ñóáîðäèíàòîðîì, ÿêùî âií ìà¹ íåñïàäíi
òðà¹êòîði¨. Äëÿ ñóáîðäèíàòîðà êóìóëÿíòà ìà¹ çîáðàæåííÿ

ψ (α) = ıa1α +

∫ ∞
0

(eıαx − 1) Π (dx) ,

äå a1 ∈ R1,
∫∞

0 (y ∧ 1) Π (dy) < ∞. Ñóáîðäèíàòîð ç êóìóëÿíòîþ ψ (α) =
= λ (eıα − 1) ¹ ïðîñòèì ïðîöåñîì Ïóàññîíà.

11Äèâ., íàïðèêëàä, Òåîðåìà 17.3 â Ñêîðîõîä À.Â. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè.
Ì.: Íàóêà, 1964.
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Âïðàâà 1.16. Íåõàé {ξt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Ëåâi ç òðiéêîþ
{
a, σ2,Π

}
. Ïîêàçàòè,

ùî ηt = −ξt òàêîæ ¹ ïðîöåñîì Ëåâi. Çíàéòè âiäïîâiäíó òðiéêó Ëåâi.

Íà ïðàêòèöi äëÿ ïåðåâiðêè íàÿâíîñòi ìîäèôiêàöi¨ áåç ðîçðèâiâ II ðîäó
êîðèñíèì ìîæå âèÿâèòèñü òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.15 (ïðî äîñòàòíþ óìîâó ×åíöîâà iñíóâàííÿ cadlag ìîäèôiêàöi¨).
Íåõàé {ξt, t ∈ [0, T ]} � ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé â.ï., äëÿ ÿêîãî âèêîíàíà
òàêà óìîâà: iñíóþòü ÷èñëà a, b, c > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ 0 ≤ s ≤ u ≤ t ≤ T :

E (d (ξt, ξu) d (ξu, ξs))
a ≤ b |t− s|1+c .

Òîäi äëÿ öüîãî ïðîöåñó iñíó¹ cadlag ìîäèôiêàöiÿ.12

Âiäìiòèìî, ùî äîñòàòíÿ óìîâà ×åíöîâà ¹ �ñëàáøîþ� çà äîñòàòíþ óìîâó
Êîëìîãîðîâà. Äiéñíî, ÿêùî

E |ξt − ξs|a ≤ b |t− s|1+c ,

òî çà íåðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî äëÿ âñiõ 0 ≤ s ≤ u ≤ t ìà¹ìî

E |ξt − ξu|
a
2 |ξu − ξs|

a
2 ≤

√
E |ξt − ξu|a E |ξu − ξs|a ≤

≤ b

√
|t− u|1+c |u− s|1+c ≤ b |t− s|1+c .

Ïðèêëàä (òåëåãðàôíèé ïðîöåñ). Íåõàé {ξt, t ≥ 0} ïðîöåñ ç íåçàëåæíèìè
ïðèðîñòàìè, òàêèé ùî

P {ξt = 1} = P {ξt = −1}

òà ðîçïîäië ïðèðîñòiâ âèçíà÷åíèé ÿê

P {ξt − ξs = 0} =
1

2

(
1 + e−|t−s|

)
,

P {ξt − ξs = −2} = P {ξt − ξs = 2} =
1

4

(
1− e−|t−s|

)
.

Ïîêàæåìî, ùî öåé ïðîöåñ ìà¹ cadlag ìîäèôiêàöiþ.
Äëÿ äîâiëüíèõ 0 ≤ s ≤ u ≤ t ðîçãëÿíåìî E |ξt − ξu| |ξu − ξs|. Âíàñëiäîê

íåçàëåæíîñòi ïðèðîñòiâ ìà¹ìî, ùî öåé âèðàç äîðiâíþ¹

E |ξt − ξu|E |ξu − ξs| =
(

1− e−|t−u|
)(

1− e−|s−u|
)
≤ 1

4
|t− s|2 .

Òîáòî äîñòàòíÿ óìîâà ×åíöîâà âèêîíàíà ç a = c = 1 òà b = 1
4 .

12Äèâ., íàïðèêëàä, Òåîðåìà 9.5 â Ñêîðîõîä À.Â. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè.
Ì.: Íàóêà, 1964.
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé â.â. τ ïðèéìà¹ íåâiä'¹ìíi çíà÷åííÿ, âèçíà÷èìî â.ï. Xt (ω) =
= 1{t>τ} (ω), t ≥ 0. Íàâåñòè íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó íà ðîçïîäië
τ , çà ÿêî¨ X ìàâ áè cadlag ìîäèôiêàöiþ.

2. Íåõàé {ξt, t > 0} � îäíîðiäíèé ïðîöåñ ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè.
Ïîêàçàòè ùî ïðîöåñ ξt ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
φt (α) = Eeiαξt, t > 0, ¹ íåïåðåðâíîþ ïî t ôóíêöi¹þ.

3. Íåõàé ïåðåðiçè âèïàäêîâîãî ïðîöåñó {ξt, t ≥ 0} íåçàëåæíi òà ðiâíîìiðíî
ðîçïîäiëåíi íà [a, b]. Ïîêàçàòè, ùî öåé ïðîöåñ íå ìà¹ cadlag
ìîäèôiêàöiþ.

1.7.Ñòîõàñòè÷íèé àíàëiç â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L2 = L2 (Ω) = L2 (Ω,F ,P) ïðîñòið êîìïëåêñíèõ
âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ ξ = (ξ1 (ω) , . . . , ξd (ω))>, äëÿ ÿêèõ âèêîíàíà óìîâà

d∑
i=1

E |ξi|2 <∞.

Ââàæàòèìåìî, ùî âèïàäêîâi âåêòîðè ξ òà η ç L2 ðiâíi ìiæ ñîáîþ, ÿêùî ξ = η
ì.í. Çi ñòàíäàðòíèìè îïåðàöiÿìè ïðîñòið L2 ¹ ëiíiéíèé (âåêòîðíèé).

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ (·, ·) : L2 × L2 → C ÿê

(ξ, η) = E
(
ξ>η̄
)
.

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ âñòàíîâëþ¹ìî, ùî öå âiäîáðàæåííÿ ëiíiéíå çà
ïåðøèì àðãóìåíòîì, äëÿ íüîãî ìà¹ ìiñöå âëàñòèâiñòü åðìiòîâîñòi (äëÿ äiéíèõ
âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ � ñèìåòðè÷íîñòi) òà äîäàòíî¨ íàïiââèçíà÷åííîñòi. Òîáòî
âiäîáðàæåííÿ (·, ·) âèçíà÷à¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê â L2 (ç ÿêèì L2 ¹ óíiòàðíèì
ïðîñòîðîì).

Çàäàìî íà L2 ôóíêöiîíàë ‖ · ‖ : L2 → R+ ÿê

‖ξ‖ =
√

(ξ, ξ).

Äëÿ öüîãî ôóíêöiîíàëó âèêîíàíà òîòîæíiñòü ïàðàëåëîãðàìà:

‖ξ + η‖2 + ‖ξ − η‖2 = 2‖ξ‖2 + 2‖η‖2

i çíà÷èòü öåé ôóíêöiîíàë âèçíà÷à¹ íîðìó â L2.

Âèçíà÷åííÿ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ξn} ∈ L2 çáiãà¹òüñÿ äî
âèïàäêîâîãî âåêòîðà ξ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó (â ñ.êâ.) i ïîçíà÷àòè ÿê

ξn
L2→ ξ àáî l.i.m.ξn = ξ, ÿêùî

‖ξ − ξn‖ → 0, n→∞.
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Çàñòîñîâóþ÷è íàïiâàäèòèâíiñòü íîðìè, ìà¹ìî ùî

|‖ξ‖ − ‖ξn‖| ≤ ‖ξ − ξn‖,

çâiäêè ç ξn
L2→ ξ âèïëèâà¹, ùî ‖ξn‖ → ‖ξ‖. Òîáòî, ‖ · ‖ � íåïåðåðâíèé

ôóíêöiîíàë.
Ç íåðiâíîñòi Øâàðöà:

|(ξ, η)| ≤ ‖ξ‖ × ‖η‖,

âèâîäèìî

|(ξn, ηm)− (ξ, η)| ≤ |(ξn, ηm)± (ξ, ηm)− (ξ, η)| ≤
≤ |(ξn − ξ, ηm)|+ |(ξ, ηm − η)| ≤ ‖ξn − ξ‖ × ‖ηm‖+ ‖ξ‖‖ηm − η‖.

Îòæå, ÿêùî ξn
L2→ ξ òà ηm

L2→ η, òî (ξn, ηm)→ (ξ, η), òîáòî ñêàëÿðíèé äîáóòîê
� íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî îáîõ àðãóìåíòiâ. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî
áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü Êîøi:

‖ξn − ξm‖ → 0, n,m→∞,

¹ çáiæíîþ â ñ.êâ., òîáòî âiäíîñíî ìåòðèêè, ïîðîäæåíî¨ íîðìîþ,

r (ξ, η) = ‖ξ − η‖,

ïðîñòið L2 ïîâíèé. À çíà÷èòü, L2 ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.

Âèçíà÷åííÿ. Ïðîöåñ {ξt, t ∈ T}, T ⊂ R, çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Cd

íàçèâàþòü ïðîöåñîì II ïîðÿäêó, ÿêùî ∀t ∈ T : ξt ∈ L2.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé òðà¹êòîðié ïðîöåñó II ïîðÿäêó âàæëèâå
çíà÷åííÿ ìàþòü éîãî îñíîâíi õàðàêòåðèñòèêè:

• ôóíêöiÿ ñåðåäíiõ
mt = Eξt

• êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ

γs,t = E (ξs −ms) (ξt −mt)
>.

Çáiæíiñòü

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó òâåðäæåííÿ, ÿêå äîçâîëèòü â ïîäàëüøîìó
çîñåðåäèòèñü ëèøå íà âèïàäêó d = 1.
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Òåîðåìà 1.16 (ïðî ïî-êîìïîíåíòíó çáiæíiñòü â ñ.êâ.). Äëÿ òîãî, ùîá ïðîöåñ
II ïîðÿäêó {ξt, t ∈ T} çáiãàâñÿ äî âèïàäêîâîãî âåêòîðà η â ñ.êâ. çà t → t0
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

∀k = 1, d : E |ξk (t)− ηk|2 → 0, t→ t0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ξt
L2→ η, t→ t0, òîäi

E |ξk (t)− ηk|2 ≤
d∑

k=1

E |ξk (t)− ηk|2 = ‖ξt − η‖ → 0.

ßêùî E |ξk (t)− ηk|2 → 0 äëÿ óñiõ k = 1, d, òîäi

‖ξt − η‖ =
d∑

k=1

E |ξk (t)− ηk|2 → 0, t→ t0.

Òåîðåìà 1.17 (ïðî êðèòåðié çáiæíîñòi â ñ.êâ.). Äëÿ ïðîöåñó II ïîðÿäêó
{ξt, t ∈ T} íàâåäåíi íèæ÷å òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) ξt çáiãà¹òüñÿ â ñ.êâ. çà t→ t0;
2) (ξt, ξs) çáiãà¹òüñÿ çà t, s→ t0;
3) iñíóþòü ñêií÷åííi ãðàíèöi äëÿ mt òà γs,t çà s, t→ t0.

Äîâåäåííÿ. (1)⇒ 2)) Âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó çà îáîìà
àðãóìåíòàìè.

(2)⇒ 1)) Íåõàé (ξt, ξs) çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî c ∈ C çà óìîâè t, s → t0,
òîäi

‖ξt − ξs‖2 = (ξt − ξs, ξt − ξs) = (ξt, ξt)− (ξt, ξs)−
− (ξs, ξt) + (ξs, ξs)→ c− c− c+ c = 0.

Âíàñëiäîê ïîâíîòè L2 ìà¹ìî, ùî ξt çáiãà¹òüñÿ â ñ.êâ. çà t→ t0.
(2)⇒ 3)) Çáiæíiñòü â ñ.êâ. òà íåïåðåðâíiñòü ñêàëÿðíîãî äîáóòêó äà¹

çáiæíiñòü äëÿ
mt = (ξt, 1)

ïðè t→ t0. Çáiæíiñòü êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨ âèïëèâà¹ ç òàêîãî ïîäàííÿ

γs,t = (ξs, ξt)−msm̄t = (ξs, ξt)− (ξs, 1) (1, ξt) .

(3)⇒ 2)) Iç çîáðàæåííÿ êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨ γs,t = (ξs, ξt) − msm̄t

ìà¹ìî òàêå ïîäàííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

(ξs, ξt) = γs,t +msm̄t.

ßêùî äîäàíêè ñïðàâà âiä ðiâíîñòi çáiãàþòüñÿ, òî çáiãà¹òüñÿ i âèðàç çëiâà.
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Íåïåðåðâíiñòü

Âèçíà÷åííÿ. Ïðîöåñ II ïîðÿäêó {ξt, t ∈ T} íàçèâàþòü íåïåðåðâíèì â ñ.êâ.
â òî÷öi t0 ∈ T , ÿêùî

‖ξt − ξt0‖ → 0, t→ t0.

Âïðàâà 1.17. Ïîêàçàòè, ùî ïðîöåñ Âiíåðà íåïåðåðâíèé â ñ.êâ.

Òåîðåìà 1.18 (ïðî êðèòåðié íåïåðåðâíîñòi â ñ.êâ.). Äëÿ ïðîöåñó II ïîðÿäêó
{ξt, t ∈ T} íàâåäåíi íèæ÷å òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) ξt íåïåðåðâíèé â ñ.êâ. â òî÷öi t0 ∈ T ;
2) (ξt, ξs)→ (ξt0, ξt0), s, t→ t0;
3) mt → mt0, t→ t0, òà γs,t → γt0,t0, s, t→ t0.

Äîâåäåííÿ. Öÿ òåîðåìà ¹ áåçïîñåðåäíié íàñëiäîê ç òåîðåìè ïðî êðèòåðié
çáiæíîñòi â ñ.êâ.

Ïðèêëàä (íåïåðåðâíiñòü â ñ.êâ. ïðîöåñó Ïóàññîíà). Íåõàé {Nt, t ≥ 0} �
ïðîöåñ Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ. Ïîêàæåìî, ùî âií ¹ íåïåðåðâíèé â ñ.êâ.

Ðîçãëÿíåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê çíà÷åíü ïðîöåñó â òî÷êàõ t, s ≥ 0.
Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî t > s, òîäi

(Nt, Ns) = ENtNs = E (Nt ±Ns)Ns =

= E (Nt −Ns)Ns + EN 2
s = E (Nt −Ns)ENs + EN 2

s =

= λ (t− s)λs+ (λs)2 + λs = λ2ts+ λs.

ßêùî t = s, òî (Nt, Ns) = (λs)2 + λs. Îòæå, (Nt, Ns) = λ (s ∧ t) + λ2st �
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ïî t, s i çà òåîðåìîþ ïðî êðèòåðié íåïåðåðâíîñòi â ñ.êâ.
ìà¹ìî, ùî ïðîöåñ Ïóàññîíà íåïåðåðâíèé â ñ.êâ.

Âiäìiòèìî, ùî çà óìîâè íåïåðåðâíîñòimt íåïåðåðâíiñòü â ñ.êâ. ïðîöåñó
II ïîðÿäêó {ξt, t ∈ T} åêâiâàëåíòíà íåïåðåðâíîñòi âiäïîâiäíîãî öåíòðîâàíîãî
ïðîöåñó ξ̊t = ξt −mt. Äiéñíî, ÿêùî ξt

L2→ ξt0, òî mt → mt0, t→ t0, òà

‖ξ̊t − ξ̊t0‖ = ‖ξt −mt − ξt0 −mt0‖ ≤ ‖ξt − ξt0‖+ |mt −mt0| → 0, t→ t0.

ßêùî æ ìà¹ìî ξ̊t
L2→ ξ̊t0, òîäi

γ̊s,t = γs,t → γt0,t0 = γ̊t0,t0, s, t→ t0,

òà, âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü mt, çà òåîðåìîþ ïðî êðèòåðié íåïåðåðâíîñòi â

ñ.êâ. âèâîäèìî ξt
L2→ ξt0.

Äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó

mt = m
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òà
γt+h,t = γh,0,

òîìó äëÿ âñòàíîâëåííÿ íåïåðåðâíîñòi â ñ.êâ. äîñòàòíüî ïðîàíàëiçóâàòè
íåïåðåðâíiñòü γt = γt,0.

Òåîðåìà 1.19 (ïðî íåïåðåðâíiñòü â ñ.êâ. ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó). Íåõàé
{ξt, t ≥ 0} � ñòàöiîíàðíèé ó øèðîêîìó ñåíñi â.ï. ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ
γt. Òîäi

1) ÿêùî ξt íåïåðåðâíèé â ñ.êâ. â òî÷öi t0 ≥ 0, òî γt íåïåðåðâíà â íóëi;
2) ÿêùî γt íåïåðåðâíà â íóëi, òî γt íåïåðåðâíà òà ïðîöåñ ξt

íåïåðåðâíèé â ñ.êâ.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé ξt0+h
L2→ ξt0, h → 0, òîäi çà òåîðåìîþ ïðî êðèòåðié

íåïåðåðâíîñòi â ñ.êâ.
γh = γt0+h,t0 → γt0,t0 = γ0.

2) Îñêiëüêè

‖ξt − ξt0‖2 = γt,t − γt,t0 − γt0,t + γt0,t0 =

= γ0 − γt−t0 − γt0−t + γ0 → 0, t→ t0 ∈ T,

ìà¹ìî íåïåðåðâiñòü â ñ.êâ. ξt, à çà òåîðåìîþ ïðî êðèòåðié íåïåðåðâíîñòi â
ñ.êâ. i íåïåðåðâíiñòü γt íà T .

Âïðàâà 1.18. Â.ï. âèçíà÷åíèé ÿê

ξt (ω) =
n∑
k=1

ξk (ω) fk (t) , t ∈ T,

äå ξk ∈ L2 (Ω) òà fk (t) íåïåðåðâíi íà T äåòåðìiíîâàíi ôóíêöi¨. Äîñëiäèòè
íåïåðåðâíiñòü ïðîöåñó.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ïîêàçàòè, ùî ðÿä íåêîðåëüîâàíèõ â.â.
∑∞

k=1 ξk çáiãà¹òüñÿ â ñ.êâ. òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè çáiãàþòüñÿ ðÿäè

∑∞
k=1 Eξk òà

∑∞
k=1 Dξk.

2. Íåõàé â.ï. {ξt, t ∈ [0, 1]} âèçíà÷åíèé òàê: ξt = η11{t<τ}+ η21{t≥τ}, äå â.â.
η1,2 ∼ N

(
a, σ2

)
òà τ ∼ U [0, 1] íåçàëåæíi. Äîñëiäèòè íåïåðåðâíiñòü ξt.

3. Ïðîàíàëiçóâàòè íåïåðåðâíiñòü ïðîöåñó Yt = φ (t)Xt + ψ (t), ÿêùî φ (t)
òà ψ (t) � íåïåðåðâíi äåòåðìiíîâàíi ôóíêöi¨, à Xt � íåïåðåðâíèé â ñ.êâ.
â.ï.

4. Íåõàé â.ï. Xt íåïåðåðâíèé â ñ.êâ. íà [a, b]. Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ òàêå C,
ùî ∀t ∈ [a, b]: E |Xt|2 ≤ C.

51



Äèôåðåíöiéîâíiñòü

Âèçíà÷åííÿ. Ïðîöåñ II ïîðÿäêó {ξt, t ∈ T} íàçèâàþòü äèôåðåíöiéîâíèì â
ñ.êâ. â òî÷öi t0 ∈ T , ÿêùî iñíó¹ â.â. ξ̇t0 (ÿêó íàçèâàþòü ïîõiäíîþ ïðîöåñó ξt â
òî÷öi t0) òàêà, ùî

l.i.m.h→0
1

h
(ξt0+h − ξt0) = ξ̇t0.

Ïðîöåñ íàçèâàþòü äèôåðåíöiéîâíèì íà T0 ⊂ T , ÿêùî âií äèôåðåíöiéîâíèé â
óñiõ òî÷êàõ ç T0.

Òåîðåìà 1.20 (ïðî íåïåðåðâíiñòü äèôåðåíöiéîâíîãî â ñ.êâ. ïðîöåñó). Íåõàé
{ξt, t ∈ T} � ïðîöåñ II ïîðÿäêó äèôåðåíöiéîâíèé â ñ.êâ. íà T , òî âií ¹ òàêîæ
íåïåðåðâíèé â ñ.êâ.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî

‖1

h
(ξt+h − ξt)− ξ̇t‖ → 0, h→ 0.

Îñêiëüêè 1
h (ξt+h − ξt) ¹ ïðîöåñîì II ïîðÿäêó, à ïðîñòið L2 ïîâíèé, òî ξ̇t òàêîæ

¹ ïðîöåñîì II ïîðÿäêó: ‖ξ̇t‖ <∞. Òîäi,

‖ξt+h − ξt‖ = |h| ‖1

h
(ξt+h − ξt)± ξ̇t‖ ≤

≤ |h| ‖1

h
(ξt+h − ξt)− ξ̇t‖+ |h| ‖ξ̇t‖ → 0, h→ 0.

Çâiäêè âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü â ñ.êâ.

Ïðèêëàä (íåäèôåðåíöiéîâíiñòü â ñ.êâ. ïðîöåñó Ïóàññîíà). Äîâåäåìî, ùî
ïðîöåñ Ïóàññîíà íå ¹ äèôåðåíöiéîâíèé â ñ.êâ.

Ïîêàæåìî, ùî ïîõiäíà â ñåíñi çáiæíîñòi çà éìîâiðíiñòþ äîðiâíþ¹ íóëþ.
Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0:

P

{∣∣∣∣1h (Nt+h −Nt)

∣∣∣∣ ≥ ε

}
= P {|Nt+h −Nt| ≥ ε |h|} =

= 1− P {|Nt+h −Nt| < ε |h|} =

= 1−
∑

k:k<ε|h|

(λ |h|)k

k!
e−λ|h| ' 1− e−λ|h| → 0, h→ 0.

ßêùî á iñíóâàëà ïîõiäíà â ñåíñi çáiæíîñòi â ñ.êâ., òî âîíà òàêîæ ìàëà á
äîðiâíþâàòè 0, ïðîòå

‖1

h
(Nt+h −Nt) ‖ =

1

|h|
‖Nt+h −Nt‖ =

1

|h|

√
(λh)2 + λ |h| 6→ 0, h→ 0.

Òîáòî òðà¹êòîði¨ íå ¹ äèôåðåíöiéîâíèìè â ñ.êâ.
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Äàíèé ïðèêëàä äåìîíñòðó¹, ùî ç íåïåðåðâíîñòi â ñ.êâ. âçàãàëi-òî íå
âèïëèâà¹ äèôåðåíöiéîâíiñòü â ñ.êâ. Îñêiëüêè ïðîñòið L2 áàíàõîâèé, òî ç ξ̇t = 0
âèïëèâà¹, ùî ξt = ξ0 ì.í. Âiäìiòèìî, ùî äëÿ ïîõiäíî¨ â ñåíñi çáiæíîñòi çà
éìîâiðíiñòþ ãàðàíòóâàòè öå íå ìîæåìî, ïîõiäíà íå âèçíà÷à¹ â.ô. ç òî÷íiñòþ
äî êîíñòàíòè.

ßê i ó âèïàäêó íåïåðåðâíîñòi â ñ.êâ. äèôåðåíöiéîâíiñòü ïîâíiñòþ
âèçíà÷åíà âiäïîâiäíèìè àíàëiòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ ñåðåäíiõ òà
êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 1.21 (ïðî êðèòåðié äèôåðåíöiéîâíîñòi â ñ.êâ.). Äëÿ òîãî, ùîá
ïðîöåñ II ïîðÿäêó {ξt, t ∈ T} áóâ äèôåðåíöiéîâíèé â ñ.êâ. íà T0 ⊂ T
íåîáõiäíî, ùîá iñíóâàëè ïîõiäíi

d

dt
mt,

∂

∂t
γs,t,

∂

∂s
γs,t,

∂2

∂t∂s
γs,t =

∂2

∂s∂t
γs,t, s, t ∈ T0

i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëè

lim
h1,h2→0

1

h1h2
(γt+h1,t+h2 − γt,t+h2 − γt+h1,t + γt,t)

(óçàãàëüíåíà ìiøàíà ïîõiäíà γs,t äëÿ t = s) òà d
dtmt äëÿ t ∈ T0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {ξt, t ∈ T} äèôåðåíöiéîâíèé â ñ.êâ. íà T0 i
{
ξ̇t, t ∈ T0

}
�

éîãî ïîõiäíà. Âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó íà T0 ìà¹ìî

Eξ̇t =
(
ξ̇t, 1

)
=

(
l.i.m.h→0

1

h
(ξt+h − ξt) , 1

)
=

= lim
h→0

(
1

h
(ξt+h − ξt) , 1

)
= lim

h→0

1

h
(mt+h −mt) .

Òîáòî iñíó¹ d
dtmt i öåíòðîâàíèé ïðîöåñ ξ0 (t) = ξt − mt òàêîæ ¹

äèôåðåíöiéîâíèé â ñ.êâ. íà T0. Çâiäêè ìà¹ìî(
ξ0 (t) , ξ̇0 (s)

)
= lim

h→0

1

h
(ξ0 (t) , (ξ0 (s+ h)− ξ0 (s))) =

= lim
h→0

1

h
(γt,s+h − γt,s) =

∂

∂s
γt,s,

àíàëîãi÷íî (
ξ̇0 (t) , ξ0 (s)

)
=

∂

∂t
γt,s

òà (
ξ̇0 (t) , ξ̇0 (s)

)
=

∂2

∂t∂s
γt,s =

∂2

∂s∂t
γt,s.
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Íåõàé òåïåð iñíóþòü ïîõiäíà d
dtmt òà óçàãàëüíåíà ìiøàíà ïîõiäíà

γs,t äëÿ t = s. Äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíèé öåíòðîâàíèé ïðîöåñ
ξ0 (t) = ξt−mt äèôåðåíöiéîâíèé â ñ.êâ., à äëÿ öüîãî çà òåîðåìîþ ïðî êðèòåðié
çáiæíîñòi â ñ.êâ. äîñòàòíüî ùîá çà óìîâè h1, h2 → 0 çáiãàâñÿ ñêàëÿðíèé
äîáóòîê(

ξ0 (t+ h1)− ξ0 (t)

h1
,
ξ0 (t+ h2)− ξ0 (t)

h2

)
=

=
1

h1h2

(
(ξ0 (t+ h1) , ξ0 (t+ h2))− (ξ0 (t) , ξ0 (t+ h2))−

− (ξ0 (t+ h1) , ξ0 (t)) + (ξ0 (t) , ξ0 (t))

)
,

ùî âiäïîâiäà¹ iñíóâàííþ óçàãàëüíåíî¨ ìiøàíî¨ ïîõiäíî¨ äëÿ t = s.

Íàñëiäîê 1.2 (ïðî õàðàêòåðèñòèêè ïîõiäíî¨ â ñ.êâ.). ßêùî ïðîöåñ II ïîðÿäêó

{ξt, t ∈ T} äèôåðåíöiéîâíèé â ñ.êâ. i
{
ξ̇t, t ∈ T

}
� éîãî ïîõiäíà, òîäi

mξ̇ (t) =
d

dt
mξ (t)

òà

γξ̇ (t, s) =
∂2

∂t∂s
γξ (t, s) .

Áiëüø òîãî, ÿêùî ξt ñòàöiîíàðíèé ó øèðîêîìó ñåíñi, òî ξ̇t òàêîæ
ñòàöiîíàðíèé i mξ̇ = 0 òà γξ̇ (t) = −γ′′ξ (t).

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ïîêàçàòè, ùî cov
(
ξt, ξ̇s

)
= ∂

∂sγt,s, äå γt,s � êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ â.ï. ξt.

2. Çíàéòè ïîõiäíó â ñ.êâ. â.ï. ξt (ω) = η1 (ω) cos (λt) + η2 (ω) sin (λt), t ≥ 0,
äå η1,2 � íåçàëåæíi â.â. ç ñåðåäíiìè m1,2 òà îäíàêîâèìè äèñïåðñiÿìè σ2,
λ � äåÿêà êîíñòàíòà. Çíàéòè ôóíêöiþ ñåðåäíiõ òà êîâàðiàöiéíó ôóíêöiþ
äëÿ ïîõiäíî¨.

3. Ïîêàçàòè, ùî ñòàöiîíàðíèé ó øèðîêîìó ñåíñi â.ï. {ξt, t ≥ 0} ç
êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ γt = σ2 exp

{
−α2 |t|

}
äèôåðåíöiéîâàíèé â ñ.êâ.

4. Íåõàé {ξt, t ∈ T} � ïðîöåñ Ãàóññà ç ñåðåäíiì mt = t3 òà êîâàðiàöiéíîþ

ôóíêöi¹þ γs,t = 6ts. Îá÷èñëèòè P
{
ξ̇4 > 1

}
.

5. Íåõàé äëÿ â.ï. {ξt, t ∈ [0, T ]} iñíó¹ ïîõiäíà â ñ.êâ. ξ̇t, ÿêà ç éìîâiðíiñòþ
1 äîðiâíþ¹ íóëþ íà [0, T ]. Ïîêàçàòè, ùî ξt = ξ0 ì.í. íà [0, T ].
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Iíòåãðîâíiñòü

Íåõàé {ξt, t ∈ T} � ïðîöåñ II ïîðÿäêó, [a, b] ⊂ T . Ïîçíà÷èìî ïîñëiäîâíi
ðîçáèòòÿ âiäðiçêó [a, b] ÷åðåç

Pn = {tni : a = tn0 < tn1 < · · · < tnn = b}

i îêðåìi òî÷êè ç âiäïîâiäíèõ âiäðiçêiâ ðîçáèòòÿ ÷åðåç

Yn =
{
yni : yni ∈ [tni , t

n
i+1), i = 0, n− 1

}
.

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ðîçáèòòÿ ïîáóäîâàíi òàê, ùî max0≤i≤n−1 ∆tni → 0,
n→∞, äå ∆tni = tni+1 − tni .

Âèçíà÷åííÿ. ßêùî iíòåãðàëüíà ñóìà

Sn = Sn (P, Y ) =
n−1∑
i=0

ξyi∆t
n
i

çáiãà¹òüñÿ â ñ.êâ. íåçàëåæíî âiä âèáîðó ïîñëiäîâíîñòåé Pn òà Yn, òî ïðîöåñ ξt
íàçèâàþòü iíòåãðîâíèì â ñ.êâ., à âiäïîâiäíó ãðàíèöþ ïîçíà÷àþòü ÿê∫ b

a

ξtdt

i íàçèâàþòü iíòåãðàëîì ïðîöåñó íà [a, b].

Çàñòîñîâóþ÷è âëàñòèâîñòi çáiæíîñòi â ñ.êâ., ìà¹ìî ùî iíòåãðàë â ñ.êâ.
¹ ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ: ÿêùî ïðîöåñè ξk (t) , t ∈ [a, b], k = 1,m, iíòåãðîâíi
íà [a, b] òà αk � äåÿêi äåòåðìiíîâàíi êîíñòàíòè, òîäi

∑m
k=1 αkξk (t) � òàêîæ

iíòåãðîâíèé íà [a, b] â.ï., áiëüø òîãî,∫ b

a

m∑
k=1

αkξk (t) dt =
m∑
k=1

αk

∫ b

a

ξk (t) dt.

ßê i ó âèïàäêó íåïåðåðâíîñòi òà äèôåðåíöiéîâíîñòi äëÿ iíòåãðîâíîñòi
âèçíà÷àëüíèìè ¹ âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ñåðåäíiõ òà êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 1.22 (ïðî êðèòåðié iíòåãðîâíîñòi â ñ.êâ.). Ïðîöåñ II ïîðÿäêó
{ξt, t ∈ T} iíòåãðîâíèé â ñ.êâ. íà [a, b] ⊂ T òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü

iíòåãðàëè Ðiìàíà
∫ b
a mtdt òà

∫ b
a

∫ b
a γt,sdtds.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ ïðî êðèòåðié çáiæíîñòi â ñ.êâ. äëÿ òîãî, ùîá
iíòåãðàëüíà ñóìà áóëà çáiæíîþ â ñ.êâ. íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá çáiãàâñÿ
ñêàëÿðíèé äîáóòîê
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(
Sn, S̃m

)
=
(
Sn (P, Y ) , Sm

(
P̃ , Ỹ

))
=

(
n−1∑
i=0

ξyi∆t
n
i ,
m−1∑
j=0

ξỹj∆t̃
m
j

)
=

=
n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

γyi,ỹj∆t
n
i ∆t̃

m
j +

(
n−1∑
i=0

myi∆t
n
i

)(
m−1∑
j=0

mỹj∆t̃
m
j

)
.

ßêùî iñíóþòü iíòåãðàëè Ðiìàíà
∫ b
a mtdt òà

∫ b
a

∫ b
a γt,sdtds, òî iñíó¹ ãðàíèöÿ äëÿ

ñêàëÿðíîãî äîáóòêó
(
Sn, S̃m

)
, i çíà÷èòü ïðîöåñ ξt iíòåãðîâíèé íà [a, b].

ßêùî ïðîöåñ ξt iíòåãðîâíèé â ñ.êâ., òîäi iñíó¹

lim
n→∞

n−1∑
i=0

myi∆t
n
i = lim

n→∞
(Sn, 1) =

(∫ b

a

ξtdt, 1

)
= E

∫ b

a

ξtdt <∞.

Êðiì òîãî, ç iíòåãðîâíîñòi ïðîöåñó âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ãðàíèöi äëÿ
(
Sn, S̃m

)
,

à çíà÷èòü, òîäi iñíó¹

lim
n,m→∞

n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

γyi,ỹj∆t
n
i ∆t̃

m
j =

∫ b

a

∫ b

a

γt,sdtds.

Ç öüîãî òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî îòðèìà¹ìî, ùî ç íåïåðåðâíîñòi â
ñ.êâ. íà [a, b] âèïëèâà¹ iíòåãðîâíiñòü â ñ.êâ. íà [a, b] (ÿê íàñëiäîê âiäïîâiäíèõ
âëàñòèâîñòåé äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ ôóíêöié).

Íàñëiäîê 1.3 (ïðî õàðàêòåðèñòèêè iíòåãðàëó â ñ.êâ.). Íåõàé â.ï. {ξt, t ∈ T}
iíòåãðîâíèé â ñ.êâ. íà [a, b] ⊂ T , òîäi ìà¹ìî ùî

E

∫ b

a

ξtdt =

∫ b

a

mtdt,

cov

(∫ b

a

ξtdt, ξs

)
=

∫ b

a

γt,sdt, cov

(
ξt,

∫ b

a

ξsds

)
=

∫ b

a

γt,sds

òà äëÿ äîâiëüíèõ c < d ç [a, b]:

cov

(∫ b

a

ξtdt,

∫ d

c

ξsds

)
=

∫ c

d

∫ b

a

γt,sdtds.

Âïðàâà 1.19. Íåõàé {ξt, t ≥ 0} � â.ï. ç mt = at, γt,s = σ2ts. Îá÷èñëèòè
ôóíêöiþ ñåðåäíiõ òà êîâàðiàöiéíó ôóíêöiþ äëÿ ηt =

∫ t
0 ξsds, t ≥ 0.
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Íåõàé A � ëiíiéíèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð:

Af (t) =

∫ b

a

A (t, s) f (s) ds,

äå A (t, s) � ÿäðî îïåðàòîðà. ßêùî {ξt, t ∈ T} iíòåãðîâíèé â ñ.êâ. íà [a, b] ⊂ T ,
òî {ηt = Aξt, t ∈ [a, b]} ¹ ïðîöåñîì II ïîðÿäêó:

mη (t) =

∫ b

a

A (t, s)mξ (s) ds

òà

γη (t, s) =

∫ b

a

∫ b

a

A (t, u)A (s, v)γξ (u, v) dudv.

Òåîðåìà 1.23 (ïðî äèôåðåíöiþâàííÿ iíòåãðàëó çà çìiííîþ âåðõíüîþ
ãðàíèöåþ). Íåõàé â.ï. {ξt, t ∈ T} íåïåðåðâíèé â ñ.êâ. íà [a, b] ⊂ T , A �
ëiíiéíèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð:

Af (t) =

∫ t

a

f (s) ds,

òîäi â.ï. {ηt = Aξt, t ∈ [a, b]} ¹ äèôåðåíöiéîâíèé â ñ.êâ., áiëüø òîãî, η̇t = ξt
ì.í.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé h > 0 i ïðèïóñòèìî, ùî mt = 0. Ðîçãëÿíåìî íîðìó

‖ηt+h − ηt
h

− ξt‖2 = ‖1

h

∫ t+h

t

ξsds− ξt‖2 =

=

(
1

h

∫ t+h

t

ξsds− ξt,
1

h

∫ t+h

t

ξsds− ξt
)

=

=
1

h2

(∫ t+h

t

ξsds,

∫ t+h

t

ξsds

)
−1

h

(
ξt,

∫ t+h

t

ξsds

)
−1

h

(∫ t+h

t

ξsds, ξt

)
−(ξt, ξt) .

Âðàõîâóþ÷è ùî mt = 0, çà íàñëiäêîì ïðî õàðàêòåðèñòèêè iíòåãðàëó â ñ.êâ.
ìà¹ìî

‖ηt+h − ηt
h

−ξt‖2 =
1

h2

∫ t+h

t

∫ t+h

t

γu,vdudv−
1

h

∫ t+h

t

γt,sds−
1

h

∫ t+h

t

γs,tds−γt,t.

Îñêiëüêè ïðîöåñ ξt íåïåðåðâíèé â ñ.êâ., òî γt,s � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ñâî¨õ
àðãóìåíòiâ i çà òåîðåìîþ ïðî ñåðåäí¹ îòðèìà¹ìî, ùî âèðàç ñïðàâà âiä ðiâíîñòi
ïðÿìó¹ äî 0.

ßêùî mt 6= 0, òîäi ç äîâåäåíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî äëÿ öåíòðîâàíîãî
ïðîöåñó ξ0 (t) = ξt −mt ìà¹ìî

η̇0 (t) = ξ0 (t) .

Îñêiëüêè ηt = Aξ0 (t) +Amt, âèâîäèìî η̇t = η̇0 (t) +mt = ξ0 (t) +mt = ξt.
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Âïðàâà 1.20. Íåõàé ïðîöåñ {ξt, t ∈ [a, b]} äèôåðåíöiéîâíèé â ñ.êâ. òà éîãî
ïîõiäíà ξ̇t íåïåðåðâíà â ñ.êâ. Ïîêàçàòè, ùî∫ t

a

ξ̇sds = ξt − ξa, t ∈ [a, b] .

Âiäìiòèìî, ùî ÿê i òåîðåìà ïðî êðèòåðié äèôåðåíöiéîâíîñòi â ñ.êâ.
òåîðåìà ïðî êðèòåðié iíòåãðîâíîñòi â ñ.êâ. äîçâîëÿ¹ ëèøå âèçíà÷èòè
õàðàêòåðèñòèêè iíòåãðàëó, à íå ÿâíî éîãî çíàéòè. Ïðîòå ÿêùî òðà¹êòîði¨ ξt (ω)
ì.í. iíòåãðîâíi çà Ðiìàíîì, òîáòî

P

{
∃
∫ b

a

ξt (ω) dt = η (ω)

}
= 1,

òîäi η (ω) � äåÿêà â.â. i, ÿêùî iñíó¹ iíòåãðàë â ñ.êâ.
∫ b
a ξtdt, òî

∫ b
a ξtdt = η ì.í.

Áiëüø òîãî, ÿêùî ïðîöåñ {ξt, t ∈ [a, b]} âèìiðíèé òà íåïåðåðâíèé â ñ.êâ., òîäi(∫ b

a

ξtdt

)
(ω) =

∫
[a,b]

ξt (ω) dt ì.í.

Ïðèêëàä (çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëà â ñ.êâ. â ÿâíîìó âèãëÿäi). Íåõàé

ξt (ω) = α (ω) sinλt+ β (ω) cosλt, λ > 0, t ≥ 0,

α, β � íåçàëåæíi N
(
0, σ2

)
-ðîçïîäiëåíi â.â. Âèçíà÷èìî ïðîöåñ

∫ t
0 ξsds, t ≥ 0,

òà çíàéäåìî éîãî îäíîâèìiðíi ðîçïîäiëè.
Ðàíiøå áóëî âñòàíîâëåíî íåïåðåðâíiñòü â ñ.êâ. ïðîöåñó ξt, êðiì òîãî,

âií ¹ íåïåðåðâíèé ì.í., à çíà÷èòü ¹ iíòåãðîâíèé â i ñ.êâ., i ì.í. Ðîçãëÿíåìî
ïî-òðà¹êòîðíèé iíòåãðàë Ðiìàíà:∫ t

0

ξs (ω) ds =
α (ω)

λ
(1− cosλt) +

β (ω)

λ
sinλt, t ≥ 0.

Îòæå, ì.í. (∫ t

0

ξsds

)
(ω) =

α (ω)

λ
(1− cosλt) +

β (ω)

λ
sinλt.

Áiëüø òîãî,
∫ t

0 ξsds ÿê ãðàíèöÿ ñóì íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ â.â. ìà¹
íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ñåðåäíiì

∫ t
0 msds = 0 òà äèñïåðñi¹þ

D

(∫ t

0

ξsds

)
=

2σ2

λ2
(1− cosλt) .
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Ïðèêëàä (iíòåãðàë â ñ.êâ. âiä ïðîöåñó Âiíåðà). Íåõàé {Wt, t ≥ 0} �
ñòàíäàðòíèé ïðîöåñ Âiíåðà. Çíàéòè ñïiëüíó ùiëüíiñòü äëÿ Wt òà

∫ t
0 Wsds.

Äëÿ ñòàíäàðòíîãî ïðîöåñó Âiíåðà mt = 0 òà γs,t = s∧ t, òîáòî âèêîíàíi
óìîâè òåîðåìè ïðî êðèòåðié iíòåãðîâíîñòi â ñ.êâ. i iñíó¹

∫ t
0 Wsds. Îñêiëüêè

òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó Âiíåðà íåïåðåðâíi ì.í., òî öåé iíòåãðàë ì.í. äîðiâíþ¹ ïî-

òðà¹êòîðíîìó iíòåãðàëó:
(∫ t

0 Wsds
)

(ω) = limn→∞
∑n−1

k=0 Wtk+1
(ω) ∆tk � ïëîùà

ïiä äåÿêîþ òðà¹êòîði¹þ W íà [0, t]. Âðàõîâóþ÷è ùî Wt0 = W0 = 0 ì.í.,
äîäàíêè ñóìè

∑n−1
k=0 Wtk+1

(ω) ∆tk ìîæíà ïîäàòè ÿê

Wt1∆t0 = ∆Wt0∆t0,

Wt2∆t1 = ∆Wt0∆t1 + ∆Wt1∆t1,

...

Wtn∆tn−1 = ∆Wt0∆tn−1 + . . .+ ∆Wtn−1∆tn−1.

À çíà÷èòü, ÿêùî ∆tk = t
n , k = 0, n− 1, òî ñàìó ñóìó ìîæåìî ïåðåïèñàòè ÿê

n−1∑
k=0

Wtk+1
∆tk =

t

n

(
n∆Wt0 + (n− 1) ∆Wt1 + . . .+ ∆Wtn−1

)
.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî öÿ ñóìà ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ñåðåäíiì 0 òà
äèñïåðñi¹þ (

t

n

)3 n∑
k=1

k2 =
t3

6n3
n (n+ 1) (2n+ 1) .

Îñêiëüêè äèñïåðñiÿ ïðÿìó¹ äî t3

3 , êîëè n→∞, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
∫ t

0 Wsds

ÿê ãðàíèöÿ ñóìè íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ â.â. ìà¹ ðîçïîäië N
(

0, t
3

3

)
.

Çàñòîñîâóþ÷è íàñëiäîê ïðî õàðàêòåðèñòèêè iíòåãðàëó â ñ.êâ.,

cov

(
Wt,

∫ t

0

Wsds

)
=

∫ t

0

γt,sds =

∫ t

0

(t ∧ s) ds =

∫ t

0

sds =
t2

2
.

Çâiäêè âèâîäèìî, ùî êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ âåêòîðà
(
Wt,

∫ t
0 Wsds

)
ìà¹ âèãëÿä

Σ =

(
t t2

2
t2

2
t3

3

)
i ñïiëüíà ùiëüíiñòü âèçíà÷åíà òàêèì ñïiââiäíîøåííÿì

f (x, y) =
(

(2π)2 det (Σ)
)−1/2

exp

{
−1

2
(x, y) Σ−1 (x, y)>

}
,
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äå det (Σ) = t4

3 −
t4

4 = t4

12 òà

Σ−1 =
12

t4

(
t3

3 − t2

2

− t2

2 t

)
.

Çíà÷èòü,

f (x, y) =

√
12

2πt2
exp

{
−2x2

t
+ 6

xy

t2
− 6y2

t3

}
.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Äîâåñòè, ùî cov
(∫ b

a ξtdt,
∫ d
c ξsds

)
=
∫ d
c

∫ b
a γt,sdtds.

2. Íåõàé {ξt, t ≥ 0} � â.ï. ç mt = 0 òà γt,s = σ2ts. Çíàéòè çíà÷åííÿ

E
(∫ T

0 ξt sin (πt/T ) dt
)2

.

3. Íåõàé ξ1 òà ξ2 � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi â.â. ç ñåðåäíiì m òà
äèñïåðñi¹þ 0 < σ2 < ∞. Ïîêàçàòè, ùî â.ï. Xt (ω) = ξ1 (ω)1[0,0.5) (t) +
+ ξ2 (ω)1[0.5,1] (t) , t ∈ [0, 1], ¹ iíòåãðîâàíèì â ñ.êâ. Çíàéòè ôóíêöiþ
ñåðåäíiõ òà êîâàðiàöiéíó ôóíêöiþ äëÿ iíòåãðàëó.

4. Íåõàé {Nt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ = 1 òà Ñt =
= Nt − t, t ≥ 0, � âiäïîâiäíèé êîìïåíñîâàíèé ïðîöåñ. Âèçíà÷èòè

E
(∫ 1

0 Ñtdt×
∫ 2

1 Ñtdt×
∫ 3

2 Ñtdt
)
.
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2.ÏÐÎÖÅÑ ÏÓÀÑÑÎÍÀ

Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò, ÿêèé ïîëÿãà¹ ó ðå¹ñòðóâàííi
ïåâíèõ îäíîðiäíèõ ïîäié ïðîòÿãîì âiäðiçêó ÷àñó [0, t] (íàïðèêëàä, äçâiíêiâ
äî ÀÒÑ, íåùàñíèõ âèïàäêiâ íà ïåðåõðåñòi). Ðîçiá'¹ìî âiäðiçîê [0, t] íà n
ïðîìiæêiâ îäíàêîâî¨ äîâæèíè. Ïðèïóñòèâøè ùî íà êîæíîìó ïðîìiæêó ïîäi¨
âiäáóâàþòüñÿ íåçàëåæíèì ÷èíîì îäíà âiä îäíî¨ i ç îäíàêîâîþ iíòåíñèâíiñòþ,
îòðèìà¹ìî ñõåìó Áåðíóëëi. Çáiëüøóþ÷è n, iìîâiðíiñòü íàñòàííÿ ïîäi¨ íà
êîæíîìó ïðîìiæêó çìåíøó¹òüñÿ i äëÿ çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi ïîäié íà [0, t]
ìîæíà çàñòîñóâàòè ìîäåëü Ïóàññîíà.

2.1.Îçíà÷åííÿ òà ïîâåäiíêà òðà¹êòîðié

Âèçíà÷åííÿ. (Ïåðøå âèçíà÷åííÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà: ïðîöåñ Ïóàññîíà ÿê
ïðîöåñ Ëåâi). Ïðîöåñ ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè {Nt, t ≥ 0} íàçèâàþòü
(ïðîñòèì) ïðîöåñîì Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ, ÿêùî N0 = 0 ì.í. òà äëÿ
äîâiëüíèõ 0 ≤ s < t ïðèðiñò Nt −Ns ìà¹ ðîçïîäië Pois (λ (t− s)).

Çîêðåìà, ç îçíà÷åííÿ ìà¹ìî, ùî

P {Nt = k} =
(λt)k

k!
e−λt,ENt = λt òà γst = λ (s ∧ t) .

Êðiì òîãî, çà çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë

1

m
Nm =

1

m

m∑
k=1

(Nk −Nk−1) −→
m→∞

EN1 = λ ì.í.,

òîáòî iíòåíñèâíiñòü âèçíà÷à¹ ñåðåäíþ ÷àñòîòó ïîÿâè ïîäi¨ çà îäèíèöþ ÷àñó.

Âïðàâà 2.1. Çíàéòè P {N1 = 3, N2 = 5}.

Ç ïîäàííÿ ôóíêöi¨ ñåðåäíiõ òà êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨ âèïëèâà¹
íåïåðåðâíiñòü â ñ.êâ. ïðîöåñó Ïóàññîíà, à çíà÷èòü i ñòîõàñòè÷íà
íåïåðåðâíiñòü. Ç òåîðåìè ïðî cadlag ìîäèôiêàöiþ äëÿ ñòîõàñòè÷íî
íåïåðåðâíîãî ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ
ìîäèôiêàöi¨ ïðîöåñó ç íåïåðåðâíèìè ñïðàâà òðà¹êòîðiÿìè. Ñàìå öþ
ìîäèôiêàöiþ áóäåìî ðîçãëÿäàòè â ïîäàëüøîìó.

Âèçíà÷åííÿ. (Äðóãå âèçíà÷åííÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà: ïðîöåñ Ïóàññîíà ÿê
ïðîöåñ ÷èñòîãî íàðîäæåííÿ). Ïðîöåñ ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè {Nt, t ≥ 0}
çi çíà÷åííÿìè â Z+ òà íåñïàäíèìè òðà¹êòîðiÿìè íàçèâàþòü ïðîöåñîì
Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ, ÿêùî ñïðàâåäëèâi òàêi óìîâè:

1. N0 = 0 ì.í.;

2. P {Nt+h −Nt = 1} = λh+ o (h),
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3. P {Nt+h −Nt > 1} = o (h), h→ 0.

Òåîðåìà 2.1 (ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ïåðøîãî òà äðóãîãî âèçíà÷åíü ïðîöåñó
Ïóàññîíà). Ïåðøå òà äðóãå âèçíà÷åííÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà åêâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Nt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Ïóàññîíà çà ïåðøèì âèçíà÷åííÿì,
òîäi äëÿ h > 0:

P {Nt+h −Nt = 1} = λhe−λh = λh

(
1− λh+

(λh)2

2!
− . . .

)
= λh+ o (h) ,

à òàêîæ äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî h òàêîãî, ùî λh < 1
2 , âèâîäèìî, ùî

P {Nt+h −Nt > 1} =
∑
k>1

e−λh
(λh)k

k!
≤ 1

2
e−λh

∑
k>1

(λh)k ≤

≤ 1

2

(λh)2

1− λh
≤ (λh)2 = o (h) , h→ 0.

Îñêiëüêè P {Nt+h −Nt ∈ Z+} = 1 äëÿ äîâiëüíîãî h > 0, ìà¹ìî ùî óñi
òðà¹êòîði¨ ¹ íåâiä'¹ìíèìè òà öiëî÷èñåëüíèìè.

Íåõàé òåïåð {Nt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Ïóàññîíà çà äðóãèì âèçíà÷åííÿì.
Ïîçíà÷èìî

pn (t) = P {Nt = n} , n ∈ Z+.

Äëÿ n = 0 òà h > 0 ìà¹ìî, ùî

p0 (t+ h) = P {Nt+h = 0} = P {Nt = 0}P {Nt+h = 0|Nt = 0} .

Âðàõîâóþ÷è íåçàëåæíiñòü ïðèðîñòiâ, îòðèìà¹ìî

p0 (t+ h) = P {Nt = 0}P {Nt+h −Nt = 0} = p0 (t) (1− λh+ o (h)) .

Çâiäêè
p0 (t+ h)− p0 (t)

h
= −λp0 (t) + o (1) ,

òîáòî äëÿ p0 (t) ìà¹ìî òàêå äèôåðåíöiéíå ðiâíÿííÿ d
dtp0 (t) = −λp0 (t) àáî

d ln p0 (t) = −λdt.

Âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâó óìîâó p0 (0) = P {N0 = 0} = 1, âèâîäèìî ùî

p0 (t) = e−λt.

Íåõàé òåïåð n ≥ 1. Çàïèøåìî ïîäiþ {Nt+h = n} ÿê îá'¹äíàííÿ
íåñóìiñíèõ ïîäié {Nt+h = n,Nt = n}, {Nt+h = n,Nt = n− 1} òà
{Nt+h = n,Nt < n− 1}, òîäi ìà¹ìî

pn (t+ h) = pn (t) (1− λh+ o (h)) + pn−1 (t) (λh+ o (h)) + o (h) .
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Çâiäêè îäåðæèìî òàêå äèôåðåíöiéíå ðiâíÿííÿ

d

dt
pn (t) = −λpn (t) + λpn−1 (t)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ pn (0) = 0. Âiäìiòèìî, ùî öå äèôåðåíöiéíå ðiâíÿííÿ
îòðèìàíå äëÿ ïðàâèõ ïîõiäíèõ, ïðîòå àíàëîãi÷íi ñóäæåííÿ äëÿ ïðèðîñòiâNt−
Nt−h âêàçóþòü, ùî öi ðiâíÿííÿ ìàþòü ìiñöå i äëÿ ëiâèõ ïîõiäíèõ.

Äëÿ n = 1 ìà¹ìî, ùî

p′1 (t) + λp1 (t) = λe−λt, p1 (0) = 0.

Ïîçíà÷èìî q1 (t) = eλtp1 (t), òîäi

q′1 (t) = λeλtp1 (t) + p′1 (t) eλt = eλt (λp1 (t) + p′1 (t)) =

= eλt
(
λe−λt

)
= λ, q1 (0) = 0.

Çíà÷èòü,
p1 (t) = λte−λt.

Çàãàëüíèé ðåçóëüòàò äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ. Äëÿ n = 1 ïîòðiáíå
ñïiââiäíîøåííÿ âæå âñòàíîâëåíî i ïðèïóñòèìî, ùî pn (t) = (λt)

n

n! e
−λt.

Ïîêàæåìî, ùî âiäïîâiäíà ôîðìóëà ìà¹ ìiñöå i äëÿ n + 1. Äiéñíî, ç
äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ pn (t) ìà¹ìî

p′n+1 (t) + λpn+1 (t) = λpn (t) =
λn+1tn

n!
e−λt, pn+1 (0) = 0.

Çâiäêè

pn+1 (t) =
(λt)n+1

(n+ 1)!
e−λt.

Îòæå, Nt ∼ Pois (λt).
Ïîçíà÷èìî

Yt = Nt+s −Ns, t ≥ 0, s > 0.

Äëÿ òàê âèçíà÷åíîãî ïðîöåñó ìà¹ìî, ùî Y0 = 0 ì.í., Yt ìà¹ íåçàëåæíi
ïðèðîñòè òà

P {Yt+h − Yt = 1} = P {Nt+s+h −Nt+s = 1} = λh+ o (h)

i
P {Yt+h − Yt > 1} = o (h) , h→ 0.

Çíà÷èòü çà äîâåäåíèì âèùå Yt ∼ Pois (λt), à îòæå

Nt+h −Nt ∼ Pois (λh) .

Çâiäêè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî óñi óìîâè ïåðøîãî âèçíà÷åííÿ âèêîíàíi.
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Âïðàâà 2.2. Íåõàé Qt (z) � òâiðíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Nt. Çàñòîñîâóþ÷è
ìåòîä òâiðíèõ ôóíêöié, ïîêàçàòè ùî ç äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ pn (t),
îòðèìàíèõ ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ïåðøîãî òà äðóãîãî
âèçíà÷åíü ïðîöåñó Ïóàññîíà, ìîæåìî îäåðæàòè òàêå ðiâíÿííÿ

∂

∂t
Qt (z) = λ (z − 1)Qt (z) .

Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê öüîãî äèôåðåíöiéíîãî ðiâíÿííÿ i ïîêàçàòè, ùî Nt ìà¹
ðîçïîäië Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λt.

Ïðèêëàä (óìîâà îðäèíàðíîñòi). Ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî äëÿ
ïðîöåñó Ïóàññîíà ì.í. òðà¹êòîði¨ êóñêîâî-ñòàëi ç öiëî÷èñåëüíèìè ñòðèáêàìè.
Ïîêàæåìî, ùî âåëè÷èíè ñòðèáêiâ ìîæíà ââàæàòè ðiâíèìè 1. Òîáòî, ùî
éìîâiðíiñòü òîãî, ùî òðà¹êòîðiÿ ìà¹ õî÷à á îäèí ñòðèáîê áiëüøèé çà 1,
äîðiâíþ¹ 0. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî íà áóäü-ÿêîìó çàäàíîìó
ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi (0, T ) iìîâiðíiñòü ñòðèáêà áiëüøîãî çà 1 äîðiâíþ¹ 0.
Ðîçãëÿíåìî

P

{
max
0<j<n

{
N j+1

n T −N j−1
n T

}
> 1

}
≤

n−1∑
j=1

P
{
N j+1

n T −N j−1
n T > 1

}
=

=
n−1∑
j=1

(
1− P

{
N j+1

n T −N j−1
n T = 0

}
− P

{
N j+1

n T −N j−1
n T = 1

})
=

=
n−1∑
j=1

(
1− e−λ

2T
n − λ

(
2T

n

)
e−λ

2T
n

)
=

= (n− 1)

(
1− e−λ

2T
n − λ

(
2T

n

)
e−λ

2T
n

)
→ 0, n→∞.

ßêùî á òðà¹êòîði¨ ìàëè íà (0, T ) ñòðèáîê áiëüøèé çà 1, òî öåé ìàêñèìóì áóâ
áè áiëüøèé çà 1 äëÿ äîâiëüíîãî n ì.í. Óìîâó âiäñóòíîñòi ñòðèáêiâ áiëüøèõ çà
1 ìîæíà ïðîiíòåðïðåòóâàòè ÿê íåìîæëèâiñòü ïîÿâè áiëüø íiæ îäíi¹¨ ïîäi¨ â
ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó (öþ óìîâó ùå íàçèâàþòü óìîâîþ îðäèíàðíîñòi).

Òåîðåìà 2.2 (ïðî îðäèíàðíèé îäíîðiäíèé ïðîöåñ ç íåçàëåæíèìè
ïðèðîñòàìè). Îäíîðiäíèé ïðîöåñ ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè {Nt, t ≥ 0},
ÿêèé ì.í. ïî÷èíà¹òüñÿ ç íóëÿ, ìà¹ íåñïàäíi êóñêîâî-ñòàëi íåïåðåðâíi ñïðàâà
òà ç îäèíè÷íèìè ñòðèáêàìè òðà¹êòîði¨, ¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà.

Äîâåäåííÿ. Ðàíiøå áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ p0 (t) = P {Nt = 0} ìà¹ ìiñöå
ðiâíiñòü

p0 (t+ s) = p0 (t)P {Nt+s −Nt = 0} .
Âíàñëiäîê îäíîðiäíîñòi ïðîöåñó

p0 (t+ s) = p0 (t) p0 (s) ,
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òîáòî p0 (t) � ìóëüòèïëiêàòèâíà ôóíêöiÿ. Íåïåðåðâíiñòü ñïðàâà òðà¹êòîðié
äà¹ íåïåðåðâíiñòü ñïðàâà öi¹¨ ôóíêöi¨.

ßêùî p0 (t0) = 0 äëÿ äåÿêî¨ òî÷êè t0 > 0, òîäi

0 = p0 (t0) = p0

(
t0
2

)
p0

(
t0
2

)
= p3

0

(
t0
3

)
= . . . .

Òîáòî p0 (t) = 0 äëÿ âñiõ òî÷îê ÿê çàâãîäíî áëèçüêèõ äî t = 0. Çâiäêè,

äëÿ óñiõ n ∈ N ìà¹ìî P
{
N t0

n
≥ 1
}

= 1 àáî ç óðàõóâàííÿì îäíîðiäíîñòi òà

íåçàëåæíîñòi ïðèðîñòiâ P {Nt0 ≥ n} = 1, à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ïðîöåñ
ñêií÷åííèé. Îòæå, p0 (t) íiäå íå äîðiâíþ¹ 0 i ¹äèíèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ p0 (t+ s) = p0 (t) p0 (s) ìà¹ âèãëÿä

p0 (t) = e−λt,

äå λ ≥ 0 äåÿêà ñòàëà13. Îñêiëüêè λ = 0 âèçíà÷à¹ òðèâiàëüíèé âèïàäîê, íàäàëi
ðîçãëÿíåìî ëèøå âèïàäîê λ > 0.

Âíàñëiäîê îäíîðiäíîñòi îäåðæó¹ìî, ùî

P {Nt+h −Nt = 0} = p0 (h) = e−λh = 1− λh+ o (h)

i äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî

P {Nt+h −Nt > 1} = o (h) .

Äëÿ öüîãî ïîäàìî Nh ÿê ñóìó íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ â.â.

Nk+1
2n h
−N k

2nh
, k = 0, . . . , 2n − 1.

Çà óìîâîþ òåîðåìè, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà n, óñi äîäàíêè íå áiëüøi çà
1, i çà óìîâè {Nh > 1} ìà¹ìî, ùî ïðèíàéìíi äâà ç öèõ äîäàíêiâ áiëüøå íóëÿ.
Òîìó,

P {Nh > 1} ≤ lim
n→∞

P
(
∪2n

i<j

{
N i+1

2n h
−N i

2nh
> 0, N j+1

2n h
−N j

2nh
> 0
})
≤

≤ lim
n→∞

2n∑
i<j

P
{
N i+1

2n h
−N i

2nh
> 0, N j+1

2n h
−N j

2nh
> 0
}
.

Â ñóìi ïî i, j : 0 ≤ i < j ≤ 2n−1 óñüîãî C2
2n = 2n−1 (2n − 1) äîäàíêiâ, ïðè÷îìó

âíàñëiäîê îäíîðiäíîñòi óñi äîäàíêè îäíàêîâi, òîäi

P {Nh > 1} ≤ lim
n→∞

2n−1 (2n − 1)
(
P
{
N h

2n
> 0
})2

.

13Äèâ., íàïðèêëàä, Reem D. Remarks on the Cauchy functional equation and variations of it. Aequat. Math.
2017. Vol. 9. P. 237�264.
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Îñêiëüêè
P {Nh > 0} = 1− p0 (h) = 1− e−λh ≤ λh

äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî h, çi âñòàíîâëåíî¨ ðàíiøå íåðiâíîñòi îòðèìà¹ìî, ùî

P {Nh > 1} ≤ lim
n→∞

2n−1 (2n − 1)

(
λh

2n

)2

=
1

2
(λh)2 = o (h) , h→ 0.

Îòæå, ïðîöåñ {Nt, t ≥ 0} âiäïîâiäà¹ äðóãîìó âèçíà÷åííþ ïðîöåñó Ïóàññîíà.

Çàóâàæèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ìà¹ ìiñöå òàêîæ i ó âèïàäêó, êîëè
òðà¹êòîði¨ íåïåðåðâíi çëiâà. Òàêà ìîäèôiêàöiÿ ¹ ïåðåäáà÷óâàíèì ïðîöåñîì.

Äëÿ óòî÷íåííÿ âëàñòèâîñòåé òðà¹êòîðié ïðîöåñó Nt âèêîðèñòà¹ìî òàêå
óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ïóàññîíà.

Òåîðåìà 2.3 (Ïóàññîíà äëÿ ñõåìè ñåðié). Íåõàé ìà¹ìî ñåðiþ íåçàëåæíèõ
â.â.

{
ξkn, k = 1, n, n ∈ N

}
çi çíà÷åííÿìè â Z+ òà íåõàé

Sn =
n∑
k=1

ξkn.

Ïîçíà÷èìî pkn = P {ξkn = 1} òà qkn = P {ξkn > 1} i ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ
n→∞ ìà¹ìî

max
1≤k≤n

pkn → 0,
n∑
k=1

pkn → λ > 0,
n∑
k=1

qkn → 0,

òîäi

lim
n→∞

P {Sn = k} =
λk

k!
e−λ, k ∈ Z+.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâ òåîðåìè

ξkn ∼
(

0 1 2 . . .
1− pkn − qkn pkn u2 . . .

)
,

äå um ≥ 0, m = 2,∞, òà
∑∞

m=2 um = qkn. Òîäi ¨õ õ.ô. ìà¹ çîáðàæåííÿ

ϕkn (α) = Eeıαξkn = (1− pkn − qkn) + eıαpkn + qkn

∞∑
m=2

eıαm
um
qkn

.

Îñêiëüêè
∑∞

m=2
um
qkn

= 1, ôóíêöiÿ φkn (α) =
∑∞

m=2 e
ıαm um

qkn
âèçíà÷à¹ õ.ô.

äåÿêîãî ðîçïîäiëó. Òîáòî,

ϕkn (α) = 1 + (eıα − 1) pkn + qkn (φkn (α)− 1)
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i, âíàñëiäîê íåçàëåæíîñòi ξkn, k = 1, n, äëÿ õ.ô. ñóìè Sn îòðèìà¹ìî

lnϕSn (α) =
n∑
k=1

lnϕkn (α) =
n∑
k=1

ln (1 + (ϕkn (α)− 1)) .

Ïîçíà÷èìî r (z) = ln (1 + z) − z, òîäi ln (1 + z) = z + r (z) òà |r (z)| =
= |ln (1 + z)− z| ≤ |z|2 â îêîëi 0. Çîáðàæåííÿ äëÿ ëîãàðèôìà õ.ô. Sn ìîæåìî
ïåðåïèñàòè ÿê

lnϕSn (α) =
n∑
k=1

(ϕkn (α)− 1) +
n∑
k=1

r (ϕkn (α)− 1) =

=
n∑
k=1

pkn
(
eiα − 1

)
+

n∑
k=1

qkn (φkn (α)− 1) +
n∑
k=1

rkn (α) ,

äå rkn (α) = r (ϕkn (α)− 1). Âðàõîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè, ðîçãëÿíåìî
àñèìïòîòèêó çà n→∞ êîæíîãî äîäàíêó îêðåìî. Äëÿ ïåðøîãî ìà¹ìî

(
eiα − 1

) n∑
k=1

pkn → λ
(
eiα − 1

)
,

äëÿ äðóãîãî ∣∣∣∣∣
n∑
k=1

qkn (φkn (α)− 1)

∣∣∣∣∣ ≤ 2
n∑
k=1

qkn → 0

òà äëÿ òðåòüîãî∣∣∣∣∣
n∑
k=1

rkn (α)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

|rkn (α)| ≤
n∑
k=1

|ϕkn (α)− 1|2 =

=
n∑
k=1

|ϕkn (α)− 1| |ϕkn (α)− 1| ≤ max
1≤k≤n

|ϕkn (α)− 1|
n∑
k=1

|ϕkn (α)− 1| ,

äå
|ϕkn (α)− 1| ≤

∣∣eiα − 1
∣∣ pkn + qkn |φkn (α)− 1| ≤ 2 (pkn + qkn) .

Òîáòî, ìà¹ìî∣∣∣∣∣
n∑
k=1

rkn (α)

∣∣∣∣∣ ≤ 4

(
max

1≤k≤n
pkn + max

1≤k≤n
qkn

)( n∑
k=1

pkn +
n∑
k=1

qkn

)
→ 0,

îñêiëüêè ïåðøèé ìíîæíèê ïðÿìó¹ äî íóëÿ, à äðóãèé îáìåæåíèé, i çíà÷èòü

lnϕSn (α)→ λ
(
eiα − 1

)
òà ϕSn (α)→ eλ(e

iα−1) � õ.ô. ðîçïîäiëó Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ.
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Òåîðåìà 2.4 (ïðî âëàñòèâîñòi òðà¹êòîðié ïðîöåñó Ïóàññîíà). Äëÿ ïðîöåñó
Ïóàññîíà {Nt, t ≥ 0} ç ïàðàìåòðîì λ äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ R+ òà ìàéæå óñiõ
ω ∈ Ω iñíó¹ ñêií÷åíå ÷èñëî òî÷îê x0, . . . , xν, äå ν = ν (t, ω) ∼ Pois (λt),
òàêèõ ùî Ns = k − 1, ÿêùî s ∈ [xk−1, xk), k = 1, . . . , ν.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî òàêi â.â.

ξkn = 1{
Nk+1

2n
t
−N k

2n
t
>0

}

i ïîçíà÷èìî
pkn = P {ξkn = 1} òà qkn = P {ξkn > 1} .

Ïîêàæåìî, ùî
{
ξkn, k = 0, 2n − 1, n ∈ N

}
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè

Ïóàññîíà äëÿ ñõåìè ñåðié. Îñêiëüêè ξkn âèçíà÷åíi ïðèðîñòàìè Nt íà
íåñóìiñíèõ iíòåðâàëàõ, ìà¹ìî ùî ξkn íåçàëåæíi. Âðàõîâóþ÷è ùî ìàêñèìàëüíå
çíà÷åííÿ iíäèêàòîðà äîðiâíþ¹ 1, ìà¹ìî qkn = 0, à çíà÷èòü

∑2n−1
k=0 qkn = 0. Äëÿ

éìîâiðíîñòåé pkn îòðèìà¹ìî òàêå çîáðàæåííÿ

pkn = P
{
Nk+1

2n t
−N k

2n t
> 0
}

= P
{
N t

2n
> 0
}

= 1− P
{
N t

2n
= 0
}

= 1− e−λ
t
2n .

Çíà÷èòü
max

0≤k≤2n−1
pkn =

(
1− e−λ

t
2n

)
→ 0

òà
2n−1∑
k=0

pkn = 2n
(

1− e−λ
t
2n

)
= 2n

(
λt

2n
+ o

(
t2

22n

))
→ λt,

ÿêùî n→∞. Òîáòî, çà òåîðåìîþ Ïóàññîíà äëÿ ñõåìè ñåðié

νn =
2n−1∑
k=0

ξkn
d→ ν ∼ Pois (λt) .

Îòæå, êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ ðîçáèòòÿ νn, íà ÿêèõ ïðîöåñ ìà¹ íåíóëüîâi
ïðèðîñòè, çáiãà¹òüñÿ çà ðîçïîäiëîì äî â.â., ÿêà ìà¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà.

Äëÿ êîæíîãî ðîçáèòòÿ iñíó¹ ñêií÷åííà êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ νn, ïðè÷îìó
¨õ ñóìàðíà äîâæèíà

νnt

2n
→ 0,∀ω ∈ Ω.

Òîáòî, íà [0, t] iñíó¹ ñêií÷åíà êiëüêiñòü òî÷îê x0, . . . , xν òàêèõ, ùî íà
iíòåðâàëàõ [x0, x1), . . . , [xν−1, xν) çíà÷åííÿ ïðîöåñó Ns ¹ ñòàëèì. ßê áóëî
âñòàíîâëåíî ðàíiøå ñòðèáêè ç iìîâiðíiñòþ 1 íå áiëüøi çà 1 òà òðà¹êòîði¨ ¹
íåñïàäíèìè òà öiëîçíà÷íèìè. Çíà÷èòü òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó Ns íà [xk−1, xk),
k = 1, ν, ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ k−1 i â òî÷êàõ xk çðîñòàþòü íà 1 îäèíèöþ.
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Nt

t

1

τ1 τ2 τ3
T2 T3

2

Ðèñ. 2.1. Òðà¹êòîðiÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà

Òèïîâà òðà¹êòîðiÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà ìà¹ âèãëÿä êóñêîâî-ñòàëî¨
ôóíêöi¨, ÿêà ïî÷èíà¹òüñÿ ç íóëÿ, i ÷åðåç ïåâíèé ïðîìiæîê ÷àñó âiäáóâà¹òüñÿ
ñòðèáîê âåëè÷èíîþ 1, ïîòiì çíîâ çàëèøà¹òüñÿ ñòàëîþ ïåâíèé ïåðiîä ÷àñó,
i òàê äàëi. Êiëüêiñòü òî÷îê ðîçðèâiâ íà [0, t] ìà¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà ç
ïàðàìåòðîì λt.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç {τk} ìîìåíòè, â ÿêèõ âiäáóâàþòüñÿ ñòðèáêè, ¨õ ìîæíà
iíòåðïðåòóâàòè ÿê ìîìåíòè ðå¹ñòðàöi¨ íàñòàííÿ äåÿêî¨ ïîäi¨ (íàïðèêëàä,
íàäõîäæåííÿ çàïèòó íà ñåðâåð), òîäi

Tk = τk − τk−1, k ≥ 2,

(äèâ. ðèñ. 2.1.) âèçíà÷àþòü ÷àñ ìiæ ïîñëiäîâíèìè ñòðèáêàìè (ðå¹ñòðàöiÿìè
ïîäié). Äëÿ t > 0 ç ðiâíîñòi

{τ1 > t} = {Nt = 0}

îäåðæó¹ìî, ùî
P {τ1 > t} = P {Nt = 0} = e−λt,

òîáòî τ1 ∼ Exp (λ). Âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ åêñïîíåíöiéíîãî ðîçïîäiëó ¹
âëàñòèâiñòü âiäñóòíîñòi ïiñëÿäi¨:

P {τ1 > s+ t|τ1 > s} = P {τ1 > t} .

Âïðàâà 2.3. Ñïîæèâà÷i çàõîäÿòü äî êðàìíèöi ó âiäïîâiäíîñòi äî ïðîöåñó
Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ 2 ñïîæèâà÷à çà õâèëèíó. Êàñèð âiäêðèâ êðàìíèöþ,
àëå çãàäàâ, ùî éîìó ïîòðiáíî âiäëó÷èòèñü íà 1 õâèëèíó, i îáìiðêîâó¹ äâà
âàðiàíòà ïîâåäiíêè: ïiòè çðàçó àáî çà÷åêàòè ïiâõâèëèíè, ùîá ïåðåñâiä÷èòèñü,
ùî íiêîãî íåìà¹, i ïîòiì ïiòè. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âií âñòèãíå
ïîâåðíóòèñü äî ïîÿâè ïåðøîãî ñïîæèâà÷à?
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Âïðàâà 2.4. ×àñ æèòòÿ ëàìïè ïðîæåêòîðà ìà¹ ðîçïîäië Exp (5). Ïðîòÿãîì
çâè÷àéíîãî òèæíÿ ïðîæåêòîð ïðàöþ¹ Pois (10)-ðîçïîäiëåíó êiëüêiñòü ãîäèí.
Ïðîæåêòîð ïðîïðàöþâàâ òèæäåíü, ÿêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàñòóïíèé
òèæäåíü íå âèíèêíå íåîáõiäíîñòi çàìiíþâàòè ëàìïó?

Âïðàâà 2.5. Íåõàé {Nt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ, θ � äåÿêà
â.â. Ïîêàçàòè, ùî Nθ ¹ â.â. òà âèçíà÷èòè ¨¨ ðîçïîäië, ÿêùî:

1. θ = min {t : Nt = k};

2. θ ∼ Exp (s), íåçàëåæíà âiä Nt.

Ëåìà 2.1 (ïðî ùiëüíiñòü ôóíêöiîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ âèïàäêîâîãî
âåêòîðà). Íåõàé âèïàäêîâèé âåêòîð X ìà¹ ñïiëüíó ùiëüíiñòü fX (x) ç
íîñi¹ì SX ⊂ Rn, âiäîáðàæåííÿ g : SX → SY , SY ⊂ Rn ái¹êòèâíå
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíå, ïðè÷îìó g−1 òàêîæ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíå,
òîäi âèïàäêîâèé âåêòîð Y = g (X) ìà¹ ñïiëüíó ùiëüíiñòü

fY (y) =

{
fX
(
g−1 (y)

) ∣∣∣det
(
∂g−1(y)
∂y

)∣∣∣ , y ∈ SY ,
0, y /∈ SY .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ B ∈ B (Rn):

P {Y ∈ B} = P
{
X ∈ g−1 (B)

}
=

∫
g−1(B)

fX (x) dx.

Çðîáèâøè çàìiíó x = g−1 (y) ïiä çíàêîì iíòåãðàëà, ìà¹ìî

P {Y ∈ B} =

∫
B

fX
(
g−1 (y)

) ∣∣∣∣det

(
∂g−1 (y)

∂y

)∣∣∣∣ dy.
Çâiäêè îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ ùiëüíîñòi Y .

Âïðàâà 2.6. Íåõàé ξ òà η � íåçàëåæíi â.â., ùî ìàþòü ðîçïîäië Exp (λ).
Çíàéòè ñïiëüíèé ðîçïîäië ξ − η òà ξ + η.

Òåîðåìà 2.5 (ïðî ðîçïîäië ÷àñó ìiæ ïîÿâîþ ïîäié äëÿ ïðîñòîãî ïðîöåñó
Ïóàññîíà). Íåõàé {τk} � ìîìåíòè ñòðèáêiâ ïðîöåñó Ïóàññîíà {Nt, t ≥ 0}
òà Tk = τk − τk−1, k ≥ 2, T1 = τ1. Òîäi

1. {Tk}k∈N � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ Exp (λ)-ðîçïîäiëåíèõ â.â.;

2. τk ∼ Erlang (k, λ).
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Äîâåäåííÿ. Ðàíiøå áóëî âñòàíîâëåíî ùî

T1 = τ1 ∼ Exp (λ) = Erlang (1, λ) .

Íåõàé k ≥ 2 i ðîçãëÿíåìî

F (t1, . . . , tk) = P {τ1 ≤ t1, . . . , τk ≤ tk}

çà óìîâè 0 = t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk. Ïîäiþ {τ1 ≤ t1, τ2 ≤ t2}, ÿêùî t1 ≤ t2, ìîæíà
ïîäàòè ÿê îá'¹äíàííÿ íåñóìiñíèõ ïîäié {τ1 ≤ t1 ≤ τ2 ≤ t2} òà {τ2 ≤ t1}. Òîäi

F (t1, . . . , tk) = P {t0 ≤ τ1 ≤ t1 ≤ τ2 ≤ t2, . . . , τk ≤ tk}+

+ P {t0 ≤ τ2 ≤ t1, τ3 ≤ t3, . . . , τk ≤ tk} .

Çàñòîñîâóþ÷è ïîñëiäîâíî àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, îäåðæèìî òàêå ïîäàííÿ

F (t1, . . . , tk) = P {t0 ≤ τ1 ≤ t1 ≤ τ2 ≤ t2 ≤ τ3, . . . , τk ≤ tk}+

+ P {t0 ≤ τ1 ≤ t1 < τ2 < τ3 ≤ t2, . . . , τk ≤ tk}+

+ P {t0 ≤ τ2 ≤ t1, τ3 ≤ t2, . . . , τk ≤ tk} = · · · =
= P {t0 ≤ τ1 ≤ . . . ≤ τk−1 ≤ tk−1, τk ≤ tk}+

+ P {t0 ≤ τ2 ≤ t1, τ3 ≤ t3, . . . , τk ≤ tk}+ . . .+

+ P {t0 ≤ τ1 ≤ . . . ≤ τk−1 ≤ tk−2, τk ≤ tk} .

Îñêiëüêè ïîäiþ
{t0 ≤ τ1 ≤ . . . ≤ τk−1 ≤ tk−1, τk ≤ tk}

ìîæíà ïîäàòè ÿê ðiçíèöþ

{t0 ≤ τ1 ≤ . . . ≤ τk−1 ≤ tk−1} \ {t0 ≤ τ1 ≤ . . . ≤ τk−1 ≤ tk−1, τk > tk} ,

îäåðæó¹ìî

F (t1, . . . , tk) = −P {t0 ≤ τ1 ≤ t1 ≤ . . . ≤ τk−1 ≤ tk−1, τk > tk}+
k−1∑
i=1

gi,

äå ôóíêöi¨ gi = gi (t1, . . . , tk), ïðè÷îìó êîæíà íå çàëåæèòü õî÷à á âiä îäíîãî
tj, j = 1, k. Ðîçïèøåìî îêðåìî ïåðøèé äîäàíîê, çàñòîñîâóþ÷è íåçàëåæíiñòü
òà ïóàññîíîâiñòü ïðèðîñòiâ,

P {t0 ≤ τ1 ≤ t1 ≤ . . . ≤ τk−1 ≤ tk−1, τk > tk} =

= P
{
Nt1 −Nt0 = 1, . . . , Ntk−1 −Ntk−2 = 1, Ntk −Ntk−1 = 0

}
=

=
k−1∏
i=1

P
{
Nti −Nti−1 = 1

}
× P

{
Ntk −Ntk−1 = 0

}
=
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= e−λ(tk−tk−1)
k−1∏
i=1

(
λ (ti − ti−1) e

−λ(ti−ti−1)
)

=

= λk−1e−λ
∑k
i=1(ti−ti−1)

k−1∏
i=1

(ti − ti−1) = λk−1e−λtk
k−1∏
i=1

(ti − ti−1) .

Òîáòî, ìà¹ìî

F (t1, . . . , tk) = −λk−1e−λtk
k−1∏
i=1

(ti − ti−1) +
k−1∑
i=1

gi.

ßêùî àðãóìåíòè F íå ôîðìóþòü âïîðÿäêîâàíó ïîñëiäîâíiñòü, òî âèðàç, ùî
âèçíà÷àòèìå öþ ôóíêöiþ, íå áóäå ÿâíî çàëåæàòè âiä îäíîãî ÷è äåêiëüêà
àðãóìåíòiâ. Îòæå, ñïiëüíà ùiëüíiñòü äëÿ {τ1, . . . , τk} ìà¹ çîáðàæåííÿ

fτ1,...,τk (t1, . . . , tk) =
∂k

∂t1 . . . ∂tk
F (t1, . . . , tk) = λke−λtk1{0≤t1≤...≤tk}.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó äëÿ T1 = τ1, T2 = τ2 − τ1, . . .,
Tk = τk− τk−1 çàñòîñó¹ìî ëåìó ïðî ùiëüíiñòü ôóíêöiîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ
âèïàäêîâîãî âåêòîðà. Îñêiëüêè

g1 (x) = x1, g2 (x) = x2 − x1, . . . , gk (x) = xk − xk−1,

ìà¹ìî g−1
i (y) =

∑i
j=1 yj òà∣∣∣∣∂g−1 (y)

∂y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 . . . 0
... . . . ...
1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣ = 1.

Çâiäêè,

fT1,...,Tk (y1, . . . , yk) = fτ1,...,τk (y1, y1 + y2, . . . , y1 + . . .+ yk) =

= λke−λ(y1+...+yk)1{y1,...,yk≥0} = λe−λy11{y1≥0} × . . .× λe−λyk1{yk≥0}.

Òîáòî, {Ti} � íåçàëåæíi Exp (λ)-ðîçïîäiëåíi, à çíà÷èòü τk = T1 + . . .+ Tk ìà¹
ðîçïîäië Erlang (k, λ).

Âïðàâà 2.7. Ïîêàçàòè, ùî ïóíêò 2) äîâåäåíî¨ òåîðåìè ìîæíà îá ðóíòóâàòè,
âiäøòîâõóþ÷èñü âiä òîãî, ùî {τk > t} = {Nt < k}.

Âïðàâà 2.8. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ 1 < m < k ñïiëüíà ùiëüíiñòü äëÿ ìîìåíòiâ
{τm, . . . , τk} ìîæå áóòè ïîäàíà ÿê

fτm,...,τk (ym, . . . , yk) = λk
(ym)m−1

(m− 1)!
e−λyk, 0 ≤ ym ≤ . . . ≤ yk,
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à äëÿ {τm, τk}:

fτm,τk (ym, yk) =
ym−1
m

(m− 1)!

(yk − ym)k−m−1

(k −m− 1)!
λke−λyk, 0 < ym < yk.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà ìîæåìî âiäøòîâõóâàòèñü âiä
ìîìåíòiâ {τk}. ßê i ðàíiøå ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò, ÿêèé
ïîëÿãà¹ ó ðå¹ñòðóâàííi íàñòàííÿ äåÿêèõ îäíîòèïíèõ ïîäié (íàïðèêëàä,
ñòðàõîâèõ âèïàäêiâ çà ïåâíèì òèïîì ñòðàõóâàííÿ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç τk
ìîìåíò íàñòàííÿ k-î¨ ïîäi¨.

Âèçíà÷åííÿ. ßêùî ì.í. 0 < τ1 < . . . < τn < . . . i limn τn = ∞, òî
ïîñëiäîâíiñòü {τk}k≥1 íàçèâàþòü ñòîõàñòè÷íèì ïîòîêîì ïîäié (òî÷êîâèì
ïðîöåñîì íà ïðÿìié).

Çi ñòîõàñòè÷íèì ïîòîêîì ìîæåìî ïîâ'ÿçàòè òàê çâàíèé ëi÷èëüíèé
ïðîöåñ {Nt, t ≥ 0}:

Nt =
∑
n≥1

1{τn≤t}.

Òàê âèçíà÷åíèé ïðîöåñ õàðàêòåðèçó¹ êiëüêiñòü ïîäié, ÿêi âiäáóëèñü íà ìîìåíò
÷àñó t. Óìîâà òîãî, ùî óñi τk ì.í. ðiçíi, çàáåçïå÷ó¹ îðäèíàðíiñòü ëi÷èëüíîãî
ïðîöåñó. Âiäìiòèìî, ùî äåÿêèé ëi÷èëüíèé ïðîöåñ çàäà¹ ïåâíèé ñòîõàñòè÷íèé
ïîòiê ïîäié. ßêùî ïðîöåñ {Nt, t ≥ 0} ïî÷èíà¹òüñÿ ç íóëÿ, ìà¹ íåñïàäíi
êóñêîâî-ñòàëi íåïåðåðâíi ñïðàâà òðà¹êòîði¨ ç îäèíè÷íèìè ïðèðîñòàìè, òîäi

τn = inf {t > 0 : Nt = n} , n ∈ N,

âèçíà÷à¹ äåÿêèé ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê ïîäié.
Äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó ïîäié, ïîâ'ÿçàíèõ ç ïðîöåñîì Ïóàññîíà, ÷àñ

ìiæ ñòðèáêàìè Tk = τk − τk−1, k ≥ 2, T1 = τ1 ¹ íåçàëåæíèìè òà Exp (λ)-
ðîçïîäiëåíèìè â.â. Òàêèé ïîòiê íàçèâàþòü ïðîñòèì.

Âïðàâà 2.9. Âèçíà÷èòè îäíîâèìiðíèé ðîçïîäië äëÿ ëi÷èëüíîãî ïðîöåñó, ùî
âiäïîâiäà¹ ïðîñòîìó ñòîõàñòè÷íîìó ïîòîêó. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî iíòåíñèâíiñòü
ïîòîêó λ = 1

10 , âèçíà÷èòè î÷iêóâàíèé ÷àñ äîñÿãíåííÿ ëi÷èëüíèì ïðîöåñîì
ðiâíÿ n = 11.

Òåîðåìà 2.6 (ïðî òðåò¹ âèçíà÷åííÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà). ßêùî ëi÷èëüíèé
ïðîöåñ {Nt, t ≥ 0} âiäïîâiäà¹ ïðîñòîìó ñòîõàñòè÷íîìó ïîòîêó ïîäié, òîäi
âií ¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ëi÷èëüíèé ïðîöåñ Nt âiäïîâiäà¹ ïåðøîìó
âèçíà÷åííþ ïðîöåñó Ïóàññîíà. Çà îçíà÷åííÿì N0 = 0 ì.í. Ïîêàæåìî, ùî
ïðèðîñòè

{
Nti −Nti−1, i = 1, k

}
, 0 = t0 < t1 < . . . < tk, íåçàëåæíi òà

ïóàññîíîâî ðîçïîäiëåíi. Ðîçãëÿíåìî ëèøå âèïàäîê k = 2, äëÿ k > 2 äîâåäåííÿ
ìîæíà ïðîâåñòè çà àíàëîãi÷íîþ ñõåìîþ (äèâ. ðèñ. 2.2.):
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Ðèñ. 2.2. Ïðèðîñòè òà ìîìåíòè ñòðèáêiâ ïðîöåñó Ïóàññîíà

P {Nt1 −Nt0 = 0, Nt2 −Nt1 = 0} = P {Nt2 = 0} = P {τ1 > t2} = e−λt2 =

= e−λ(t2−t1)e−λt1

òà

P {Nt1 −Nt0 = 0, Nt2 −Nt1 = 1} = P {Nt1 = 0, Nt2 = 1} =

= P {t1 < τ1 ≤ t2 < τ2} =

∫ ∞
t2

∫ t2

t1

fτ1,τ2 (y1, y2) dy1dy2 =

=

∫ ∞
t2

∫ t2

t1

λ2e−λy2dy1dy2 = λ (t2 − t1) e−λ(t2−t1)e−λt1.

Äëÿ n2 ≥ 2

P {Nt1 −Nt0 = 0, Nt2 −Nt1 = n2} = P {t1 < τ1 < τn2 ≤ t2 < τn2+1} =

=

∫ ∞
t2

∫ t2

t1

∫ yn2

t1

fτ1,τn2 ,τn2+1
(y1, yn2, yn2+1) dy1dyn2dyn2+1 =

=

∫ ∞
t2

∫ t2

t1

∫ yn2

t1

. . .

∫ y2

t1

fτ1,...,τn2+1
(y1, . . . , yn2+1) dy1 . . . dyn2−1dyn2dyn2+1 =

=

∫ ∞
t2

∫ t2

t1

∫ yn2

t1

λn2+1

(n2 − 2)!
(yn2 − yn2−1)

n2−2 e−λyn2+1dyn2−1dyn2dyn2+1 =

=
λn2

n2!
(t2 − t1)n2 e−λ(t2−t1)e−λt1.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäêè, êîëè ïðèðiñò íà ïåðøîìó ïðîìiæêó
íåíóëüîâèé. Íåõàé n1 ≥ 1, òîäi

P {Nt1 −Nt0 = n1, Nt2 −Nt1 = 0} = P {τn1 ≤ t1, t2 < τn1+1} =

=

∫ ∞
t2

∫ t1

0

fτn1 ,τn1+1
(yn1, yn1+1) dyn1dyn1+1 =
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=

∫ ∞
t2

∫ t1

0

λn1+1 (yn1)
n1−1

(n1 − 1)!
e−λyn1+1dyn1dyn1+1 =

=

∫ ∞
t2

λn1+1e−λyn1+1dyn1+1

∫ t1

0

(yn1)
n1−1

(n1 − 1)!
dyn1 =

= λn1e−λt2
tn11

n1!
=
λn1tn11

n1!
e−λt1e−λ(t2−t1)

òà

P {Nt1 −Nt0 = n1, Nt2 −Nt1 = 1} = P {τn1 ≤ t1 < τn1+1 < t2 < τn1+2} =

=

∫ ∞
t2

∫ t2

t1

∫ t1

0

λn1+2 (yn1)
n1−1

(n1 − 1)!
e−λyn1+2dyn1dyn1+1dyn1+2 =

= λn1
tn11

n1!
e−λt1λ (t2 − t1) e−λ(t2−t1),

i äëÿ n2 ≥ 2 ìàòèìåìî

P {Nt1 −Nt0 = n1, Nt2 −Nt1 = n2} = P {Nt1 = n1, Nt2 = n2 + n1} =

= P {τn1 ≤ t1 < τn1+1 < τn1+n2 ≤ t2 < τn1+n2+1} =

=

∫ ∞
t2

∫ t2

t1

∫ y3

t1

∫ t1

0

fτn1 ,τn1+1,τn1+n2 ,τn1+n2+1
(y1, . . . , y4) dy1 . . . dy4.

Çà òåîðåìîþ ïðî ðîçïîäië ÷àñó ìiæ ïîÿâîþ ïîäié äëÿ ïðîñòîãî ïðîöåñó
Ïóàññîíà

τn1 ∼ Erlang (n1, λ) , τn1+1 − τn1 = Tn1+1 ∼ Exp (λ) ,

τn1+n2 − τn1+1 ∼ Erlang (n2 − 1, λ) òà τn1+n2+1 − τn1+n2 ∼ Exp (λ) ,

i öi â.â. íåçàëåæíi, òîìó

fτn1 ,τn1+1−τn1 ,τn1+n2−τn1+1,τn1+n2+1−τn1+n2 (x1, . . . , x4) =

=
λn1xn1−1

1

(n1 − 1)!
e−λx1λe−λx2

λ(n2−1)xn2−2
3

(n2 − 2)!
e−λx3λe−λx4.

Çàñòîñó¹ìî ëåìó ïðî ùiëüíiñòü ôóíêöiîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ âèïàäêîâîãî
âåêòîðà ç g1 (x1, . . . , x4) = x1, ..., g4 (x1, . . . , x4) = x1 + . . . + x4. Ðîçâ'ÿçóþ÷è
ñèñòåìó 

y1 = x1,
y2 = x1 + x2,
y3 = x1 + x2 + x3,
y4 = x1 + x2 + x3 + x4,
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îòðèìà¹ìî 
x1 = y1,
x2 = y2 − y1,
x3 = y3 − y2,
x4 = y4 − y3,

çâiäêè ∣∣∣∣∂g−1 (y)

∂y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1.

Îòæå,

fτn1 ,τn1+1,τn1+n2 ,τn1+n2+1
(y1, . . . , y4) =

= fτn1 ,τn1+1−τn1 ,τn1+n2−τn1+1,τn1+n2+1−τn1+n2 (y1, y2 − y1, y3 − y2, y4 − y3) =

=
λn1yn1−1

1

(n1 − 1)!
e−λy1λe−λ(y2−y1)λ

(n2−1) (y3 − y2)
n2−2

(n2 − 2)!
e−λ(y3−y2)λe−λ(y4−y3).

Çàñòîñîâóþ÷è îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ñïiëüíî¨ ùiëüíîñòi, ìà¹ìî

P {Nt1 −Nt0 = n1, Nt2 −Nt1 = n2} =

=

∫ ∞
t2

∫ t2

t1

∫ y3

t1

∫ t1

0

λn1+n2+1

(n1 − 1)! (n2 − 2)!
yn1−1

1 (y3 − y2)
n2−2 e−λy4dy1 . . . dy4 =

=
λn1+n2

(n1 − 1)! (n2 − 2)!

∫ t2

t1

(∫ y3

t1

(∫ t1

0

yn1−1
1 dy1

)
(y3 − y2)

n2−2 dy2

)
dy3e

−λt2 =

=
λn1+n2

(n1 − 1)! (n2 − 2)!

∫ t2

t1

(∫ y3

t1

(y3 − y2)
n2−2 dy2

)
dy3

tn11

n1
e−λt2 =

=
λn1+n2

n1! (n2 − 1)!

∫ t2

t1

(y3 − t1)n2−1 dy3t
n1
1 e
−λt2 =

=
λn1+n2

n1!n2!
(t2 − t1)n2 tn11 e

−λt2 =
λn2

n2!
(t2 − t1)n2 e−λ(t2−t1)λ

n1

n1!
tn11 e

−λt1.

Îá'¹äíóþ÷è ðåçóëüòàòè, âèâîäèìî ùî

P {Nt1 −Nt0 = n1, Nt2 −Nt1 = n2} =

=
(λ (t1 − t0))n1

n1!
e−λ(t1−t0) (λ (t2 − t1))n2

n2!
e−λ(t2−t1), n1, n2 ∈ Z+.

Çâiäêè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ïðèðîñòè íåçàëåæíi òà ìàþòü ðîçïîäië
Pois (λ (ti − ti−1)).
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Ðèñ. 2.3. Çìîäåëüîâàíà òðà¹êòîðiÿ Nt

Àëãîðèòì 3 Ìîäåëþâàííÿ òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó Nt ç λ = 1/10

set.seed (112)
require(shape)
l<-0.1
n<-11
T_i<-rexp(n+1,l)
tau_i<-c(0,cumsum(T_i))
Nt<-0:n plot(tau_i,c(Nt,n),type="s",xlim=c(0,tau_i[n+2]),

ylim=c(-1,n+1),xlab="t",ylab="N_t",lty=2)
Arrows(x0=tau_i[-(n+2)],y0=Nt ,x1=tau_i[-1],y1=Nt ,

arr.length = 0.05, arr.width =0.05 , lwd =1.5)
grid()

Äîâåäåíèé ðåçóëüòàò âêàçó¹, ùî äëÿ ìîäåëþâàííÿ òðà¹êòîðié ïðîöåñó
Ïóàññîíà iç çàäàíîþ iíòåíñèâíiñòþ λ, äîñòàòíüî çãåíåðóâàòè ïîñëiäîâíiñòü
íåçàëåæíèõ Exp (λ)-ðîçïîäiëåíèõ â.â., ÿêi âèçíà÷àþòü ÷àñ ìiæ ñòðèáêàìè
(äèâ. ðèñ. 2.3. òà àëãîðèòì 3).

Ïðèêëàä (Ñòàòèñòè÷íå ìîäåëþâàííÿ. ×àñ äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ ïðîöåñîì
Ïóàññîíà). Íåõàé ìà¹ìî ïðîñòèé ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê ç iíòåíñèâíiñòþ λ = 1

10 .
Îöiíèìî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ìîíòå Êàðëî î÷iêóâàíèé ÷àñ äîñÿãíåííÿ
ëi÷èëüíèì ïðîöåñîì ðiâíÿ n = 11. Äëÿ öüîãî çãåíåðó¹ìî N = 100 òðà¹êòîðié
òà çíàéäåìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ìîìåíòiâ äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ n (äèâ. ðèñ. 2.4. òà
àëãîðèòì 4), à òàêîæ ïðîâåäåìî ñåðiþ ç 200 òàêèõ ãåíåðàöié òà ïðîàíàëiçó¹ìî
ðîçïîäië ñåðåäíüîãî ÷àñó äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ äëÿ êîæíî¨ ãåíåðàöi¨ (äèâ. ðèñ. 2.5.
òà àëãîðèòì 5).

Âïðàâà 2.10. Ïðîàíàëiçóâàòè â óìîâàõ ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó ïîâåäiíêó
åìïiðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê çàëåæíî âiä êiëüêîñòi ãåíåðóâàíü N òà êiëüêîñòi
ñåðié öèõ ãåíåðóâàíü.
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Ðèñ. 2.4. Òðà¹êòîði¨ Nt òà âiäïîâiäíèé ÷àñ äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ

Ðèñ. 2.5. Ãiñòîãðàìà ñåðåäíüîãî ÷àñ äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ äëÿ ñåði¨ ãåíåðóâàíü
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Àëãîðèòì 4 Ìîäåëþâàííÿ òðà¹êòîðié ïðîöåñó Nt ç λ = 1/10 òà åìïiðè÷íi
õàðàêòåðèñòèêè ðîçïîäiëó ìîìåíòó äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ n = 11

par(mfrow=c(2,1))
set.seed (112)

T_i<-rexp(n+1,l);
tau_i<-c(0,cumsum(T_i));
Time <-tau_i[n+2];
Nt<-0:n;

plot (1:1, type="l",xlim=c(0,200),
ylim=c(-1,n+1), xlab="t",
ylab="N_t")

segments(x0=tau_i[(n+2)],y0=Nt,x1=tau_i[-1],
y1=Nt,lwd =3)

abline(v=Time ,lty=2)

N<-99
for(i in 1:N){T_i<-rexp(n+1,l);
tau_i<-c(0,cumsum(T_i))
Time <-c(Time ,tau_i[n+2])
segments(x0=tau_i[-(n+2)],y0=Nt,x1=tau_i[-1],

y1=Nt,col="gray")
abline(v=tau_i[n+2],lty=2,col="gray")}

ymax <-0.025
hist(Time ,main="",ylim=c(0,ymax),

xlim=c(0,200), freq=F)
Expected_Time=mean(Time)

abline(v=Expected_Time ,col="grey",lwd=2)
text(Expected_Time+10,ymax*0.7,
paste("expected time =",round(Expected_Time ,2)))

Conf_Inerval <-quantile(Time ,c(0.025 ,0.975))
abline(v=Conf_Inerval ,col="grey",lty =2)
text(Conf_Inerval [1]+2, ymax*0.7,

round(Conf_Inerval [1] ,2))
text(Conf_Inerval [2]+2, ymax*0.7,

round(Conf_Inerval [2] ,2))
arrows(x0=Conf_Inerval [1],x1=Conf_Inerval [2],

y0=ymax*0.85,col="grey",lty=2)
arrows(x1=Conf_Inerval [1],x0=Conf_Inerval [2],

y0=ymax*0.85,col="grey",lty=2)
text(Expected_Time ,ymax*0.9,

paste("range=",
round(Conf_Inerval [2]-Conf_Inerval [1] ,2)))

points (0:200 , dgamma (0:200 , shape=n,
scale = 1/l),type="l",col="grey50")

79



Àëãîðèòì 5 Ñåðiÿ ç 200 ãåíåðóâàíü ñåðåäíüîãî ÷àñó äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ

set.seed (112)
l<-0.1; n<-11;
N_sim <-200; N<-100
MC_Time <-c()
for(j in 1:N_sim){

Time <-c()
for(i in 1:N) Time <-c(Time ,sum(rexp(n,l)))
MC_Time <-c(MC_Time ,mean(Time ))}

hist_name <-paste("Number of Simulations =",N_sim ,"\n",
"Mean =",round(mean(MC_Time),2),"\n",
"SD =",round(sd(MC_Time ),2))

hist(MC_Time ,freq=F,ylim = c(0 ,0.15),
main = hist_name , xlim = c(95 ,125))

Óìîâè íà êiëüêiñòü ñòðèáêiâ

Ðîçãëÿíåìî ðîçïîäië ìîìåíòiâ ñòðèáêiâ â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi
ñòðèáêiâ ïðîöåñó Ïóàññîíà íà äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó iíòåðâàëi. Äëÿ ïðîñòîòè
çàïèñó áóäåìî ðîçãëÿäàòè iíòåðâàë (0, 1].

Òåîðåìà 2.7 (ïðî ðîçïîäië ìîìåíòiâ ñòðèáêiâ çà ôiêñîâàíèõ çíà÷åíü Nt).
Íåõàé {Nt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Ïóàññîíà, {τk} � âiäïîâiäíèé ñòîõàñòè÷íèé
ïîòiê ïîäié, òîäi

1) fτk|N1=n (t) =

{
kCk

nt
k−1 (1− t)n−k , 0 ≤ t ≤ 1,

0, â ií. âèïàäêó;

2) fτ1,...,τn|N1=n (t1, . . . , tn) =

{
n!, 0 < t1 < . . . < tn < 1,

0, â ií. âèïàäêó.

Äîâåäåííÿ. 1) Äëÿ 0 ≤ t ≤ 1 ìà¹ìî

P {τk ≤ t|N1 = n} =
E1{τk≤t,N1=n}

P {N1 = n}
=

E
(
1{τk≤t}E

(
1{N1=n}|τk

))
P {N1 = n}

=

=

(
λn

n!
e−λ
)−1 ∫ t

0

P {N1 = n|τk = s} fτk (s) ds =

=

(
λn

n!
e−λ
)−1 ∫ t

0

P {N1 −Ns = n− k} fτk (s) ds =

=

(
λn

n!
e−λ
)−1 ∫ t

0

(λ (1− s))n−k

(n− k)!
e−λ(1−s) λk

(k − 1)!
sk−1e−λsds =

=
n!

(n− k)! (k − 1)!

∫ t

0

(1− s)n−k sk−1ds = kCk
n

∫ t

0

(1− s)n−k sk−1ds.

Çâiäêè ôîðìóëó äëÿ fτk|N1=n (t) îäåðæó¹ìî øëÿõîì äèôåðåíöiþâàííÿ ïî t.
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2) Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó äëÿ ñïiëüíî¨ ùiëüíîñòi {τ1, . . . , τn}, ìà¹ìî

P {τ1 ≤ t1, . . . , τn ≤ tn|N1 = n} =

=
1

P {N1 = n}
P {τ1 ≤ t1, . . . , τn ≤ tn, N1 = n} =

=

(
λn

n!
e−λ
)−1∫ t1

0

. . .

∫ tn

0

P{N1 −Nxn = 0}fτ1,...,τn (x1, . . . , xn) dxn . . . dx1 =

=

(
λn

n!
e−λ
)−1 ∫ t1

0

. . .

∫ tn

0

e−λ(1−xn)λne−λxn1{0≤x1<...<xn}dxn . . . dx1.

Äèôåðåíöiþâàííÿ ïî t1, . . ., tn äà¹ óìîâíó ùiëüíiñòü äëÿ τ1, . . . , τn çà óìîâè
N1 = n.

Âïðàâà 2.11. Âðàõîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî äëÿ â.â. η ∼ Exp (λ) òà êîíñòàíòè
t > 0 ìà¹ìî tη ∼ Exp

(
λ
t

)
, îòðèìàòè óìîâíi ùiëüíîñòi äëÿ τk òà äëÿ τ1, . . . , τn

çà óìîâè, ùî Nt = n.

Âiäìiòèìî, ùî

kCk
n =

n!

(k − 1)! (n− k)!
=

Γ (n+ 1)

Γ (k) Γ (n+ 1− k)
,

òîäi ç ïóíêòó 1) òåîðåìè ïðî ðîçïîäië ìîìåíòiâ ñòðèáêiâ çà ôiêñîâàíèõ
çíà÷åíü Nt âèâîäèìî, ùî

τk|N1 = n ∼ Beta (k, n− k + 1) .

Çàâäàííÿ 12. Ïîêàçàòè, ùî ñïiëüíèé ðîçïîäië ìîìåíòiâ ñòðèáêiâ
íà (0, 1] çà óìîâè, ùî êiëüêiñòü ñòðèáêiâ íà (0, 1] âiäîìà, âiäïîâiäà¹
ðîçïîäiëó ïîðÿäêîâèõ ñòàòèñòèê äëÿ âèáiðêè ç ðîçïîäiëó Unif [0, 1]: âåêòîð
(τ1, . . . , , τn) çà óìîâè N1 = n ìà¹ òàêèé ðîçïîäië ÿê i

(
U(1), . . . , U(n)

)
, äå

Ui ∼ Unif [0, 1].

Ðîçãëÿíåìî äàëi çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ ðîçïîäiëó çíà÷åíü ïðîöåñó
Ïóàññîíà çà ôiêñîâàíîãî ìàéáóòíüîãî çíà÷åííÿ. Äëÿ k = 0, n, 0 ≤ s ≤ t,
ìà¹ìî

P {Ns = k|Nt = n} =
1

P {Nt = n}
P {Ns = k,Nt = n} =

=

(
(λt)n

n!
e−λt

)−1

P {Nt = n|Ns = k}P {Ns = k} =

=

(
(λt)n

n!
e−λt

)−1

P {Nt −Ns = n− k}P {Ns = k} =
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=

(
(λt)n

n!
e−λt

)−1
(λ (t− s))n−k

(n− k)!
e−λ(t−s) (λs)

k

k!
e−λs =

=
n!

(n− k)!k!

(s
t

)k (
1− s

t

)n−k
.

Òîáòî, Ns|Nt = n ìà¹ ðîçïîäië Binomial
(
n, st
)
, ÿêùî 0 ≤ s ≤ t, i áiëüø òîãî,

P {τk ≤ s|Nt = n} = P {Ns ≥ k|Nt = n} =
n∑
j=k

Cj
n

(s
t

)j (
1− s

t

)n−j
.

Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà óçàãàëüíèòè òàê: äëÿ äîâiëüíèõ 0 = t0 ≤ t1 <

< . . . < tk = 1 â.â.
{
Nti −Nti−1

}k
i=1

çà óìîâè N1 = n ìàþòü ðîçïîäië
Multinomial (n; (t1 − t0, . . . , tk − tk−1)).

Ïðèêëàä (ãåíåðóâàííÿ òðà¹êòîðié ïðîöåñó Ïóàññîíà). Íåõàé ν ∼ Pois (λ),
λ > 0, {ξi}i∈N � íåçàëåæíi Unif [0, 1]-ðîçïîäiëåíi i íåçàëåæíi âiä â.â. ν.
Äîâåäåìî, ùî â.ï. {Nt, t ∈ [0, 1]} âèçíà÷åíèé ÿê

Nt =
ν∑
j=1

1(0,t] (ξj) , N0 = 0,

¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà íà [0, 1] .
Ïîêàæåìî, ùî ïðèðîñòè

{
Nti −Nti−1, i = 1, k

}
, 0 = t0 < t1 < . . . < tk <

< tk+1 = 1, íåçàëåæíi òà ïóàññîíîâî ðîçïîäiëåíi. Çà ïîáóäîâîþ, ÿêùî ν = n,
òî

Nti −Nti−1 =
n∑
j=1

I(ti−1,ti] (ξj) ,

òîáòî ìà¹ìî ïîëiíîìiàëüíó ñõåìó íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü, â êîæíîìó
ç ÿêèõ ôiêñó¹ìî ïîòðàïëÿííÿ íàâìàííÿ ïîñòàâëåíî¨ òî÷êè íà [0, 1] ó
âiäïîâiäíèé ïðîìiæîê ðîçáèòòÿ. À çíà÷èòü, âåêòîð ïðèðîñòiâ çà óìîâè ν =
= n ìà¹ ðîçïîäië Multinomial (n; (t1 − t0, . . . , tk − tk−1, tk+1 − tk)). Çâiäêè
äëÿ äîâiëüíèõ n1, . . . , nk ∈ Z+,m =

∑k
i=1 ni:

P
{
Nt1 −Nt0 = n1, . . . , Ntk −Ntk−1 = nk

}
=

=
∑
n≥0

P
{
Nt1 −Nt0 = n1, . . . , Ntk −Ntk−1 = nk|ν = n

}
P {ν = n} =

=
∑
n≥m

P
{
Nt1 −Nt0 = n1, . . . , Ntk −Ntk−1 = nk|ν = n

}
P {ν = n} =

=
∑
n≥m

n!

n1! . . . nk! (n−m)!
(t1 − t0)n1 . . . (tk − tk−1)

nk (tk+1 − tk)n−m
λn

n!
e−λ =
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Ðèñ. 2.6. Çãåíåðîâàíà òðà¹êòîðiÿ Nt ç λ = 10 íà [0, 1]

Àëãîðèòì 6 Ìîäåëþâàííÿ òðà¹êòîðié ïðîöåñó Nt ç λ = 10 íà âiäðiçêó [0, 1],
çàñòîñîâóþ÷è ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi â.â.

set.seed (112)
require(shape)
l<-10;nu<-rpois(1,l);xi<-runif(nu);
tau_i<-c(0,sort(xi)); Nt<-0:nu;
plot(tau_i,Nt,type="s",xlim=c(0,tau_i[nu+1]),
ylim=c(-1,nu),xlab="t",ylab="N_t",lty=2)
Arrows(x0=tau_i[1:nu],y0=Nt[-(nu+1)],

x1=tau_i[2:(nu+1)],y1=Nt[-(nu+1)],
arr.length =0.05,arr.width =0.05 ,lwd =1.5)

segments(x0=tau_i[nu+1],y0=nu,x1=1,y1=nu,lwd =1.5)
grid()

=
k∏
i=1

(λ (ti − ti−1))
ni

ni!
e−λ(ti−ti−1).

Âiäïîâiäíî àëãîðèòì ìîäåëþâàííÿ òðà¹êòîðié ïåðåäáà÷à¹ ãåíåðóâàííÿ â.â.
ν ∼ Pois (λ) òà ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ íà [0, 1] â.â. ξ1, . . . , ξν. Âïîðÿäêîâàíi
çà çðîñòàííÿì ξ(1), . . . , ξ(ν) âèçíà÷àòèìóòü ìîìåíòè ñòðèáêiâ äëÿ Nt (äèâ. ðèñ.
2.5. òà àëãîðèòì 5).

Çàâäàííÿ 13. Íåõàé {νn, ξnk}k,n∈N � íåçàëåæíi â.â. òàêi, ùî

νn ∼ Pois (λ) , ξkn ∼ Unif(n− 1, n].

Âèçíà÷èìî
Nt = #

{
(k, n) ∈ N2 : k ≤ νn, ξ

n
k ≤ t

}
.

Ïîêàçàòè, ùî {Nt, t ≥ 0} ¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ.
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Óìîâè íà ìîìåíòè ñòðèáêiâ

Ðîçãëÿíåìî óìîâíi ðîçïîäiëè îäíèõ ìîìåíòiâ ñòðèáêiâ â çàëåæíîñòi âiä
çíà÷åíü íàñòóïíèõ.

Òåîðåìà 2.8 (ïðî óìîâíèé ðîçïîäië ìîìåíòiâ ñòðèáêiâ). Íåõàé {Nt, t ≥ 0}
� ïðîöåñ Ïóàññîíà, {τk} � âiäïîâiäíèé ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê ïîäié, òîäi äëÿ
k = 1, . . . , n− 1 ìà¹ìî, ùî

1) â.â. τk|τn = 1 ∼ Beta (k, n− k);
2) â.â. τk

τn
∼ Beta (k, n− k) i íå çàëåæèòü âiä τn.

Äîâåäåííÿ. 1) Äëÿ 0 < u < 1 ìà¹ìî

fτk|τn=1 (u) =
fτk,τn (u, 1)

fτn (1)
=
fτk,τn−τk (u, 1− u)

fτn (1)
=
fτk (u) fτn−τk (1− u)

fτn (1)
=

=
λk

(k − 1)!
uk−1e−λu

λn−k

(n− k − 1)!
(1− u)n−k−1 e−λ(1−u)

(
λn

(n− 1)!
e−λ
)−1

=

=
(n− 1)!

(k − 1)! (n− k − 1)!
uk−1 (1− u)n−k−1 =

Γ (n)

Γ (k) Γ (n− k)
uk−1 (1− u)(n−k)−1 .

2) Âèçíà÷èìî âèïàäêîâi âåêòîðè

Y =

(
τk
τn
, τn

)
òà X = (τk, τn − τk) ,

äëÿ ÿêèõ ìà¹ìî òàêó ðiâíiñòü Y = g (X), äå g1 (x1, x2) = x1
x1+x2

òà g2 (x1, x2) =
= x1 + x2. Ç ñèñòåìè { x1

x1+x2
= y1,

x1 + x2 = y2,

îòðèìà¹ìî, ùî {
x1 = y1y2,

x2 = y2 (1− y1) ,

òîäi ∣∣∣∣∂x∂y
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ y2 y1

−y2 1− y1

∣∣∣∣ = y2 (1− y1) + y2y1 = y2

òà çà ëåìîþ ïðî ùiëüíiñòü ôóíêöiîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ âèïàäêîâîãî
âåêòîðà ìàòèìåìî äëÿ 0 < y1 < 1, y2 > 0,

fY (y1, y2) = fX (y1y2, y2 (1− y1)) y2 = fτk (y1y2) fτn−τk (y2 (1− y1)) y2 =

=
λk

(k − 1)!
(y1y2)

k−1 e−λy1y2
λn−k

(n− k − 1)!
(y2 (1− y1))

n−k−1 y2e
−λ(y2(1−y1)) =

=
λn

(n− 1)!
yn−1

2 e−λy2
(n− 1)!

(k − 1)! (n− k − 1)!
yk−1

1 (1− y1)
n−k−1 =
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= fτn (y2)
(n− 1)!

(k − 1)! (n− k − 1)!
yk−1

1 (1− y1)
n−k−1 .

Ïðîiíòåãðóâàâøè ïðàâó òà ëiâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi ïî y2 ìà¹ìî, ùî

f τk
τn

(y1) =
(n− 1)!

(k − 1)! (n− k − 1)!
yk−1

1 (1− y1)
n−k−1 .

Áiëüø òîãî, çi ñïiââiäíîøåííÿ

fY (y1, y2) = f τk
τn

(y1) fτn (y2)

îòðèìà¹ìî íåçàëåæíiñòü τk
τn
òà τn.

2.2.Ïåðåçàïóñê ïðîöåñó Ïóàññîíà

Ðîçãëÿíåìî âàæëèâó âëàñòèâiñòü ïðîöåñó Ïóàññîíà, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî ìîæíà ïåðåíåñòè ïî÷àòîê ñïîñòåðåæåííÿ çà ïðîöåñîì ïðè öüîìó â íîâié
ñèñòåìi êîîðäèíàò îòðèìàíèé ïðîöåñ òàêîæ áóäå ïðîöåñîì Ïóàññîíà.

Òåîðåìà 2.9 (ïðî ïåðåçàïóñê Nt ó ôiêñîâàíèé ìîìåíò). Íåõàé {Nt, t ≥ 0}
� ïðîöåñ Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ, òîäi äëÿ äîâiëüíîãî s > 0 ïðîöåñ{
Ñ s
t = Nt+s −Ns, t ≥ 0

}
òàêîæ ¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ.

Äîâåäåííÿ. Ïðîöåñ Ñ s
t ìà¹ íåçàëåæíi ïðèðîñòè, ïðè÷îìó ïðèðiñò íà (t, t+h],

h > 0, âiäïîâiäà¹ ïðèðîñòó Nt íà (t+s, t+s+h], òîáòî âèêîíàíi óìîâè äðóãîãî
âèçíà÷åííÿ, i çíà÷èòü Ñ s

t ¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ.

Òåîðåìà 2.10 (ïðî ïåðåçàïóñê Nt ó ìîìåíòè τk). Íåõàé {Nt, t ≥ 0} �
ïðîöåñ Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ, òîäi äëÿ äîâiëüíîãî k = 1, 2, . . . â.ï.{
Ñk
t = Nt+τk −Nτk, t ≥ 0

}
òàêîæ ¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òðåòiì âèçíà÷åííÿì ïðîöåñó Ïóàññîíà iñíó¹
ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê ïîäié {τk}, äëÿ ÿêîãî âiäñòàíi ìiæ ñóñiäíiìè ïîäiÿìè
¹ íåçàëåæíi Exp (λ)-ðîçïîäiëåíi â.â. Ïîÿâà ïåðøî¨ ïîäi¨ äëÿ Ñk

t âiäïîâiäà¹
ïîÿâi (k + 1)-î¨ ïîäi¨ äëÿ Nt i ò.ä. Îñêiëüêè â.â. τk+m − τk+m−1, m = 1, 2, . . . ,
íåçàëåæíi òà Exp (λ)-ðîçïîäiëåíi, òî çà òðåòiì âèçíà÷åííÿì Ñk

t ¹ ïðîöåñîì
Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ.

Âiäìiòèìî, ùî äîâåäåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè, âiäøòîâõóþ÷èñü âiä
ïåðøîãî âèçíà÷åííÿ. Äiéñíî, íåõàé 0 = t0 < t1 < . . . < tm, ni ∈ Z+, i = 1,m,
òîäi

P
{
Ñk
t1
− Ñk

t0
= n1, . . . , Ñ

k
tm
− Ñk

tm−1
= nm

}
=

= P
{
Nτk+t1 −Nτk+t0 = n1, . . . , Nτk+tm −Nτk+tm−1 = nm

}
=
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=

∫ ∞
0

P
{
Nt+t1 −Nt+t0 = n1, . . . , Nt+tm −Nt+tm−1 = nm|τk = t

}
fτk (t) dt =

=

∫ ∞
0

P
{
Nt+t1 −Nt+t0 = n1, . . . , Nt+tm −Nt+tm−1 = nm

}
fτk (t) dt =

= P {Nt1 −Nt0 = n1} × . . .× P
{
Ntm −Ntm−1 = nm

}
=

=
m∏
i=1

(λ (ti − ti−1))
ni

ni!
e−λ(ti−ti−1).

Òîáòî, ïðîöåñ Ñk
t ìà¹ íåçàëåæíi ïðèðîñòè, áiëüø òîãî, P

{
˜Nk
t+s − Ñk

s = n
}

=

= e−λt (λt)
n

n! . À çíà÷èòü, ïðîöåñ Ñk
t âiäïîâiäà¹ ïåðøîìó âèçíà÷åííþ ïðîöåñó

Ïóàññîíà. Êëþ÷îâó ðîëü, â öèõ ìiðêóâàííÿ âiäiãðà¹ íåçàëåæíiñòü ïîäié{
Nt+ti −Nt+ti−1 = n

}
òà {τk = t}, îñêiëüêè ïåðøà ïîäiÿ çàëåæèòü ëèøå âiä

çíà÷åíü Nu, t + ti−1 < u ≤ t + ti, à äðóãà âiä Ns, 0 < s < t, i ïðîìiæêè (0, t]
òà (t+ ti−1, t+ ti], i = 1,m, íåñóìiñíi.

Âïðàâà 2.12. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî {Nt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Ïóàññîíà ç
iíòåíñèâíiñòþ λ òà θ � â.â. íåçàëåæíà âiä Nt, òîäi ïðîöåñ ïåðåçàïóùåíèé

ó ìîìåíò θ:
{
Ñt = Nt+θ −Nθ, t ≥ 0

}
òàêîæ ¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà ç

iíòåíñèâíiñòþ λ.

Âïðàâà 2.13. Íåõàé {Nt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ,

τ = sup {n ∈ Z+ : Nn = 0}

� îñòàííié öiëèé ìîìåíò äî ïåðøîãî ñòðèáêà. Çàñòîñîâóþ÷è òðåò¹ âèçíà÷åííÿ

ïîêàçàòè, ùî ïðîöåñ
{
Ñt = Nt+τ −Nτ , t ≥ 0

}
íå ¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà.

Ïðèêëàä (çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè ïðî ïåðåçàïóñê Nt ó ìîìåíòè τk). Òîì
ñòî¨òü íà ïåðåõðåñòi. Âií îöiíþ¹, ùî éîìó íåîáõiäíî ðiâíî 6 ñåêóíä, ùîá
ïåðåéòè äîðîãó. Ìàøèíè ïðî¨æäæàþòü ó âiäïîâiäíîñòi äî ïðîöåñó Ïóàññîíà
ç iíòåíñèâíiñòþ 15 ìàøèí çà õâèëèíó. Òîì âèðiøó¹ ïåðåéòè äîðîãó òiëüêè,
ÿêùî ïîáà÷èòü, ùî âiäñòàíü äî íàñòóïíî¨ ìàøèíè áiëüøå íiæ, 6 ñåêóíä. Íåõàé
ν � êiëüêiñòü ìàøèí, ÿêi ïðî¨äóòü ïîâç íüîãî ïîêè ïîòðiáíèé ïðîìiæîê ìiæ
ìàøèíàìè íå ç'ÿâèòüñÿ.

Âèçíà÷èìî ðîçïîäië ν òà Eν. Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòi ïåðåçàïóñêó òà
âiäñóòíîñòi ïiñëÿäi¨ äëÿ ÷àñó ìiæ ïîñëiäîâíèìè ìàøèíàìè, âèâîäèìî ùî ν
ìà¹ ðîçïîäië Geom (p), äå p = P {ν = 0} = P

{
τ1 >

6
60

}
= e−1.5. Çâiäêè,

Eν =
1− p
p

= e1.5 − 1.

Çíàéäåìî î÷iêóâàíèé ÷àñ, ïîêè Òîì çìîæå ïåðåòíóòè äîðîãó. Íåõàé τk � ÷àñ
ïðî¨çäó k-î¨ ìàøèíè, à Tk = τk − τk−1 � ÷àñ ìiæ ïðî¨çäîì k-î¨ òà (k − 1)-î¨
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ìàøèí, òîäi â.â. Tk ¹ íåçàëåæíi òà Exp (15) ðîçïîäiëåíi. Íåõàé θ � ÷àñ, ïîêè
Òîì çìîæå ïåðåòíóòè äîðîãó, òîäi

Eθ =
∞∑
k=0

E (θ|ν = k)P {ν = k} =
∞∑
k=0

E (τk|ν = k)P {ν = k} =

=
∞∑
k=0

k∑
i=1

E (Ti|ν = k)P {ν = k} =
∞∑
k=0

k∑
i=1

E (Ti|Ti ≤ 0.1)P {ν = k} =

= E (T1|T1 ≤ 0.1)
∞∑
k=0

kP {ν = k} = E (T1|T1 ≤ 0.1)Eν,

äå, âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ óìîâíî¨ éìîâiðíîñòi,

E (T1|T1 ≤ 0.1) = E
(
T11{T1≤0.1}

)
/P {T1 ≤ 0.1} =

=

∫ 0.1

0 x · 15e−15xdx∫ 0.1

0 15e−15xdx
=
−0.1−

(
1− e1.5

)
/15

e1.5 − 1
.

Îòæå,

Eθ = −0.1−
(
1− e1.5

)
15

=
(
e1.5 − 2.5

)
/15.

Âïðàâà 2.14.

1. Ïðèïóñòèìî, ùî Òîì õî÷å çðàçó ïîâåðíóòèñü. Âèçíà÷èòè î÷iêóâàíó
êiëüêiñòü ìàøèí, ÿêi ïðî¨äóòü ïîâç íüîãî ïîêè âií çìîæå ïîâåðíóòèñü.
Çíàéòè î÷iêóâàíèé ÷àñ ïîâåðíåííÿ.

2. Ïðèïóñòèìî, ùî Òîì ïiñëÿ ïåðåõîäó éäå âçäîâæ âóëèöi êóïèòè
ìîðîçèâà, ùî âèìàãà¹ Exp (2)-ðîçïîäiëåíó êiëüêiñòü ÷àñó. Ïiñëÿ ÷îãî
âií ïîâåðòà¹òüñÿ ó ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ. Âèçíà÷èòè î÷iêóâàíèé ÷àñ
ïîâåðíåííÿ.

3. Ïðèïóñòèìî, ùî Òîì ïåðåõîäèòü ðàçîì ç Åðiêîþ. Ïiñëÿ ïåðåõîäó Åðiêà
âèðiøó¹ ïîâåðíóòèñü, à Òîì õî÷å ïðîäîâæèòè éòè êóïóâàòè ìîðîçèâî.
Ïiñëÿ 30 ñåêóíä îáãîâîðåííÿ, âîíè âèðiøóþòü, ùî Åðiêà ïîâåðòà¹òüñÿ
çðàçó, à Òîì éäå êóïóâàòè ìîðîçèâî, à ïîòiì ïîâåðòà¹òüñÿ, äå éîãî
÷åêàòèìå Åðiêà. Âèçíà÷èòè î÷iêóâàíèé ÷àñ ÷åêàííÿ Åðiêîþ Òîìà.

2.3.Ñóìà ïðîöåñiâ Ïóàññîíà

Âïðàâà 2.15. Íåõàé ξ, η � íåçàëåæíi â.â. Çíàéòè ðîçïîäië

1. ξ + η, ÿêùî ξ ∼ Pois (λ1) òà η ∼ Pois (λ2);

2. min {ξ, η}, ÿêùî ξ ∼ Exp (λ1) òà η ∼ Exp (λ2).
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t

N1(t)

N2(t)

Nt

Ðèñ. 2.7. Ñóìà ïðîöåñiâ Ïóàññîíà

Âïðàâà 2.16. Ìàéê òà Ëiíäà äîìîâëÿþòüñÿ ïðî ïîáà÷åííÿ. Âîíè ïðèõîäÿòü
äî ìiñöÿ çóñòði÷i ïiñëÿ 17:00 ÷åðåç íåçàëåæíi Exp (1)-ðîçïîäiëåíi ìîìåíòè
÷àñó.

1. Âèçíà÷èòè î÷iêóâàíèé ÷àñ ïðèõîäó ïåðøî¨ îñîáè.

2. Âèçíà÷èòè î÷iêóâàíèé ÷àñ ÷åêàííÿ çóñòði÷i äëÿ ïåðøî¨ îñîáè.

3. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíè äîìîâèëèñü ÷åêàòè îäèí îäíîãî ïðîòÿãîì 30
õâèëèí, äî òîãî ÿê ïiòè. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíè çóñòðiíóòüñÿ.

Òåîðåìà 2.11 (ïðî ñóìó ïðîöåñiâ Ïóàññîíà). Íåõàé ìà¹ìî ñiì'þ
íåçàëåæíèõ ïðîöåñiâ Ïóàññîíà {Nk (t) , t ≥ 0}mk=1 ç iíòåíñèâíîñòÿìè
{λk}mk=1, òîäi {

Nt =
m∑
k=1

Nk (t) , t ≥ 0

}
� ïðîöåñ Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ = λ1 + . . .+ λm.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ 0 = t0 < t1 < . . . < tk ïðèðîñòèNti−Nti−1, i = 1, k,
ìîæíà ïîäàòè ÿê

m∑
j=1

(Nj (ti)−Nj (ti−1)) .

Âíàñëiäîê íåçàëåæíîñòi äîäàíêiâ ìiæ ñîáîþ òà äîäàíêàìè äëÿ iíøèõ
ïðèðîñòiâ ìàòèìåìî íåçàëåæíiñòü ïðèðîñòiâ äëÿ Nt. Ïðèðiñò

Nt+s −Ns =
m∑
k=1

(Nk (t+ s)−Nk (s))

ìà¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ1t + . . . + λmt ÿê ñóìà íåçàëåæíèõ
ïóàññîíîâî ðîçïîäiëåíèõ â.â. ç ïàðàìåòðàìè λ1t, . . ., λmt âiäïîâiäíî.

Âïðàâà 2.17. Äîâåñòè òåîðåìó âiäøòîâõóþ÷èñü âiä äðóãîãî âèçíà÷åííÿ
ïðîöåñó Ïóàññîíà.
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Âïðàâà 2.18. (çà óìîâè ïðèêëàäó çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè ïðî ïåðåçàïóñê Nt

ó ìîìåíòè τk). Íåõàé Òîì ïåðåõîäèòü ïåðåõðåñòÿ, ïðè÷îìó êiëüêiñòü ìàøèí,
ÿêi ðóõàþòüñÿ çëiâà íàïðàâî âiäïîâiäà¹ ïðîöåñó Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ 10
ìàøèí çà õâèëèíó, ñïðàâà íàëiâî ç iíòåíñèâíiñòþ 5 ìàøèí çà õâèëèíó. Íåõàé
ν òà θ òàêi ÿê âèçíà÷åíî ðàíiøå. Çíàéòè ðîçïîäië ν òà ðîçðàõóâàòè Eν i Eθ.

Âïðàâà 2.19. Íåõàé {Ni (t) , t ≥ 0}i∈N �íåçàëåæíi ïðîöåñè Ïóàññîíà ç
iíòåíñèâíîñòÿìè λi. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî λ =

∑
i∈N λi < ∞, òî ñóìàðíèé

ïðîöåñ Nt =
∑

i∈NNi (t) ¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ, à ÿêùî
λ =∞, òî P {Nt =∞} = 1.

Ðîçãëÿíåìî äàëi çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi òîãî, ùî ïîäiÿ äëÿ Nt

çóìîâëåíà ñàìå ïðîöåñîì Nk (t). Íåõàé T (k) � ìîìåíò íàñòàííÿ ïåðøî¨ ïîäi¨
äëÿ Nk (t) òà

T̃ (k) = min
{
T (i), i 6= k

}
,

òîäi ìîìåíò ïåðøîãî ñòðèáêà äëÿ Nt âèçíà÷åíèé ÿê

τ1 = min
{
T (k), T̃ (k)

}
i ðîçãëÿäóâàíà ïîäiÿ ìîæå áóòè çàïèñàíà òàê

{
T (k) < T̃ (k)

}
. Çà

âëàñòèâîñòÿìè åêñïîíåíöiéíîãî ðîçïîäiëó

T̃ (k) ∼ Exp

∑
i 6=k

λk

 ,

òîäi âðàõîâóþ÷è íåçàëåæíiñòü T (k) òà T̃ (k) ìà¹ìî, ùî

P
{
T (k) < T̃ (k)

}
=

∫ ∞
0

λke
−λkx

∫ ∞
x

∑
i 6=k

λi

 e−
∑
i 6=k λiydydx =

=

∫ ∞
0

λke
−λkxe−

∑
i 6=k λixdx =

λk∑m
i=1 λi

.

Òîáòî, P
{

min
{
T (1), . . . , T (m)

}
= T (k)

}
= λk

λ1+...+λm
.

Áåçïîñåðåäíiì óçàãàëüíåííÿì ðîçãëÿíóòî¨ çàäà÷i ¹ òàêå ïèòàííÿ: ÿêà
éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âiäáóäåòüñÿ ðiâíî n ïîäié, âiäïîâiäíèõ äî Nk (t), ìiæ
ïîäiÿìè âiäïîâiäíèìè äî iíøèõ Ni (t), i 6= k?

Äëÿ ïðîñòîòè ðîçðàõóíêiâ ïðèïóñòèìî, ùî m = 2 i ïîçíà÷èìî ÷åðåç ν
êiëüêiñòü ïîäié, ïîâ'ÿçàíèõ ç N1 (t) äî ïîÿâè ïåðøî¨ ïîäi¨, ïîâ'ÿçàíî¨ ç N2 (t).
ßêùî T∗ � ÷àñ ðå¹ñòðàöi¨ ïåðøî¨ ïîäi¨, ïîâ'ÿçàíî¨ ç N2 (t), òîäi T∗ ∼ Exp (λ2)
òà

P {ν = n|T∗ = t} = P {N1 (t) = n} =
(λ1t)

n

n!
e−λ1t, n ∈ Z+, t ≥ 0.
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À çíà÷èòü,

P {ν = n} =

∫ ∞
0

P {ν = n|T∗ = t} fT∗ (t) dt =

∫ ∞
0

(λ1t)
n

n!
e−λ1tλ2e

−λ2tdt =

=

∫ ∞
0

(λ1 + λ2)
n+1

n!
tne−(λ1+λ2)tdt

λn1λ2

(λ1 + λ2)
n+1 =

=
λn1λ2

(λ1 + λ2)
n+1 =

λ2

λ1 + λ2

(
1− λ2

λ1 + λ2

)n
.

Òîáòî, ν ∼ Geom
(

λ2
λ1+λ2

)
. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ïåðåçàïóñê Nt ó

ìîìåíòè τk, ìà¹ìî ùî êiëüêiñòü ïîäié, ïîâ'ÿçàíèõ ç N1 (t), ìiæ äâîìà

ïîäiÿìè, ïîâ'ÿçàíèìè ç N2 (t), ìà¹ òàêîæ ðîçïîäië Geom
(

λ2
λ1+λ2

)
. Ïðîâîäÿ÷è

àíàëîãi÷íi ñóäæåííÿ äëÿ m ≥ 2, ìîæåìî îòðèìàòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.12 (ïðî ïîÿâó ïîäié ïåâíîãî òèïó äëÿ ñóìè ïðîöåñiâ Ïóàññîíà).
Íåõàé ìà¹ìî ñiì'þ íåçàëåæíèõ ïðîöåñiâ Ïóàññîíà {Nk (t) , t ≥ 0}mk=1 ç
iíòåíñèâíîñòÿìè {λk}mk=1 òà Nt =

∑m
k=1Nk (t). Ïîçíà÷èìî pk = λk

λ1+...+λm
,

k = 1, . . . ,m, òîäi

• iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïåðøi n ïîäié äëÿ Nt âiäïîâiäàþòü Nk (t),
äîðiâíþ¹ pnk ;

• êiëüêiñòü ïîäié äî íàñòàííÿ ïåðøî¨ ïîäi¨ âiäïîâiäíî¨ äî Nk (t) ìà¹
ðîçïîäië Geom (pk);

• êiëüêiñòü ïîäié, ùî âiäïîâiäàþòü Nk (t), äî íàñòàííÿ ïîäi¨, âiäïîâiäíî¨
äî iíøî¨ êîìïîíåíòè, ìà¹ ðîçïîäië Geom (1− pk).

Âïðàâà 2.20. Ðàäiîàêòèâíà ðå÷îâèíà âèïðîìiíþ¹ α, β, γ òà δ ÷àñòèíêè
ó âiäïîâiäíîñòi äî ïðîöåñiâ Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíîñòÿìè λα, λβ, λγ òà λδ
âiäïîâiäíî. Ëi÷èëüíèê ÷àñòèíîê ôiêñó¹ óñi ç ïåðåðàõîâàíèõ òèïiâ. Íåõàé
{Nt, t ≥ 0} � êiëüêiñòü ðå¹ñòðàöié ÷àñòèíîê íà (0, t].

1. Çíàéòè î÷iêóâàíèé ÷àñ ðå¹ñòðàöi¨ ïåðøî¨ ÷àñòèíêè.

2. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïåðøà çàðå¹ñòðîâàíà ÷àñòèíêà ¹ β-
÷àñòèíêîþ.

3. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî áóäå çàðå¹ñòðîâàíî äâi β-÷àñòèíêè äî
ïîÿâè ÷àñòèíêè iíøîãî òèïó.

4. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî áóäå çàðå¹ñòðîâàíî β-÷àñòèíîê íå ìåíøå,
íiæ k, äî ðå¹ñòðàöi¨ j ÷àñòèíîê iíøîãî òèïó.

5. Çíàéòè î÷iêóâàíèé ÷àñ ðå¹ñòðàöi¨ ïåðøî¨ β-÷àñòèíêè.
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Äåêîìïîçèöiÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà

Íåõàé ìà¹ìî ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê ïîäié {τk}∞k=1, ùî õàðàêòåðèçó¹
ìîìåíòè íàäõîäæåííÿ çàïèòiâ íà ñåðâåð. Ïðèïóñòèìî, ùî íà ñåðâåði ìà¹ìî
ðå¹ñòðàòîð, ÿêèé ç iìîâiðíiñòþ 0 < p < 1 íåçàëåæíèì ÷èíîì âiä iíøèõ
ðå¹ñòðó¹ çàïèò. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

{
τ Ik
}∞
k=1

ìîìåíòè ðå¹ñòðàöi¨ çàïèòiâ i ÷åðåç{
N I
t , t ≥ 0

}
âiäïîâiäíèé ëi÷èëüíèé ïðîöåñ.

Ïîêàæåìî, ùî ÿêùî ëi÷èëüíèé ïðîöåñ {Nt, t ≥ 0}, ÿêèé âiäïîâiäà¹
ïî÷àòêîâîìó ïîòîêó, ¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà, òî i �ïðîñiÿíèé� ïðîöåñ N I

t òàêîæ.

Âïðàâà 2.21. Ïîêàçàòè, ùî ìîìåíò ïåðøîãî ñòðèáêà äëÿ N I
t ìà¹ ðîçïîäië

Exp (λp).

Îñêiëüêè Nt ìà¹ íåçàëåæíi ïðèðîñòè òà ðå¹ñòðàöiþ êîæíîãî çàïèòó
ñåðâåð ïðîâîäèòü íåçàëåæíèì ÷èíîì,N I

t ìà¹ òàêîæ íåçàëåæíi ïðèðîñòè, êðiì
òîãî, çà ïîáóäîâîþ N I

0 = 0 ì.í. Ïîçíà÷èìî

Ak = {Nt+h −Nt = k} òà Bk =
{
N I
t+h −N I

t = k
}
, k ∈ Z+,

òîäi

P (B1) = P (B1 ∩ (∪∞k=0Ak)) = P (B1 ∩ A1) + P (B1 ∩ (∪∞k=2Ak)) =

= P (B1|A1)P (A1) + P (B1 ∩ (∪∞k=2Ak)) .

Âðàõîâóþ÷è, ùî

P (B1|A1) = p òà P (A1) = λh+ o (h) ,

êðiì òîãî, ùî
P (B1 ∩ (∪∞k=2Ak)) ≤ P (∪∞k=2Ak) = o (h) ,

âèâîäèìî
P
{
N I
t+h −N I

t = 1
}

= λph+ o (h) .

Áiëüø òîãî,

P
{
N I
t+h −N I

t > 1
}

= P (∪∞k=2Bk) ≤ P (∪∞k=2Ak) = o (h) .

Îòæå óñi óìîâè äðóãîãî âèçíà÷åííÿ âèêîíàíi. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè,
ùî ïðîöåñ N II

t , ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ êiëüêiñòü íåçàðå¹ñòðîâàíèõ çàïèòiâ, òàêîæ
¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ (1− p).

Âïðàâà 2.22. Ïîêàçàòè, ùî N II
t ¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà, çàñòîñîâóþ÷è ïåðøå

âèçíà÷åííÿ.

Òåîðåìà 2.13 (ïðî äåêîìïîçèöiþ ïðîöåñó Ïóàññîíà). Ïðîöåñè
{
N I
t , t ≥ 0

}
òà
{
N II
t , t ≥ 0

}
¹ íåçàëåæíèìè ïðîöåñàìè Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíîñòÿìè λp

òà λ (1− p) âiäïîâiäíî.
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Äîâåäåííÿ. Òå, ùî ïðîöåñè N I
t , N

II
t ¹ ïðîöåñàìè Ïóàññîíà ç âiäïîâiäíèìè

iíòåíñèâíîñòÿìè çàçíà÷åíî âèùå. Äëÿ òîãî, ùîá âñòàíîâèòè íåçàëåæíiñòü
ïðîöåñiâ íåîáõiäíî ïîêàçàòè, ùî ∀0 = t0 < t1 < . . . < tn,

n ∈ N â.â.
{
N I
ti
, i = 1, n

}
òà

{
N II
tj
, j = 1, n

}
íåçàëåæíi. Äëÿ öüîãî

äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî íåçàëåæíèìè ¹
{

∆N I
ti

= N I
ti
−N I

ti−1
, i = 1, n

}
òà{

∆N II
ti

= N II
tj
−N II

tj−1
, j = 1, n

}
. ßêùî i 6= j, òî íåçàëåæíiñòü âèïëèâà¹ ç

íåçàëåæíîñòi ïðèðîñòiâ ïðîöåñóNt. Ïîêàæåìî, ùî ïðèðîñòè íåçàëåæíi òàêîæ
i íà îäíàêîâèõ ïðîìiæêàõ:

P
{

∆N I
ti

= k1,∆N
II
ti

= k2

}
=

=
∞∑
k=0

P
{

∆N I
ti

= k1,∆N
II
ti

= k2|∆Nti = k
}
P {∆Nti = k} =

= P
{

∆N I
ti

= k1,∆N
II
ti

= k2|∆Nti = k1 + k2

}
P {∆Nti = k1 + k2} =

= Ck1
k1+k2

pk1 (1− p)k2 (λ∆ti)
k1+k2

(k1 + k2)!
e−λ∆ti =

=
(λp∆ti)

k1

k1!
e−λp∆ti

(λ (1− p) ∆ti)
k2

k2!
e−λ(1−p)∆ti.

Ç äàíîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî äåêîìïîçèöiþ ïðîöåñó Ïóàññîíà
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê çâîðîòíþ ïðîöåäóðó äî çíàõîäæåííÿ ñóìè (äèâ.
ðèñ. 2.7.). Äîâiëüíi íåçàëåæíi ïðîöåñè Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíîñòÿìè λ1 òà
λ2 ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðåçóëüòàò ïîäiëó íåçàëåæíèì ÷èíîì íà �ôðàêöi¨�
îêðåìèõ ïîäié ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó, ùî âiäïîâiäà¹ äåÿêîìó ïðîöåñó
Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ1 + λ2, ç iìîâiðíîñòÿìè p = λ1

λ1+λ2
òà 1− p = λ2

λ1+λ2
ïîïàñòè ó âiäïîâiäíó ôðàêöiþ.

Âïðàâà 2.23. Êiëüêiñòü âiäâiäóâàíü ìiñöåâîãî ñóïåðìàðêåòó Áîáîì
âiäïîâiäà¹ ïðîöåñó Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ = 1. Êîæíîãî ðàçó Áîá êóïó¹
ïàêåò iç âiâñÿíêîþ, ÿêèé ìiñòèòü iãðàøêó îäíó ç m ìîæëèâèõ òèïiâ, êîæåí
òèï çóñòði÷à¹òüñÿ ç îäíàêîâîþ ÷àñòîòîþ. Çíàéòè î÷iêóâàíèé ÷àñ, ÷åðåç ÿêèé
Áîá çáåðå ïîâíó êîëåêöiþ iãðàøîê (ÿê ìiíiìóì ïî îäíié êîæíîãî òèïó).

Âïðàâà 2.24. (Ïðîäîâæåííÿ âïðàâè 2.23). Íåõàé êîëåêöiÿ iãðàøîê
ñêëàäà¹òüñÿ ç m = 2n ðiçíèõ òèïiâ, ñåðåä ÿêèõ ïîëîâèíà � iãðàøêîâi
àâòîìîáiëi, à iíøà ïîëîâèíà � iãðàøêîâi çâiði. Çíàéòè ðîçïîäië òà
ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ìîìåíòó çáîðó îäíi¹¨ ç öèõ ïîëîâèí êîëåêöi¨.

Âïðàâà 2.25. (Ïóàññîíîâi êâîòè). Íåõàé
{
Ni (t) , t ≥ 0, i = 1,m

}
� íåçàëåæíi

ïðîöåñè Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíîñòÿìè {λi}mi=1, {Nt, t ≥ 0} � ñóìàðíèé ïðîöåñ.
Ïðèïóñòèìî, ùî {ki ∈ Z+}mi=1 âèçíà÷àþòü �êâîòè� äëÿ âiäïîâiäíî¨ êîìïîíåíòè
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Ðèñ. 2.8. Òðà¹êòîðiÿ ñêëàäíîãî ïðîöåñó Ïóàññîíà

(ÿê òiëüêè âiäáóëîñü ki ïîäié, ïîâ'ÿçàíèõ ç i-îþ êîìïîíåíòîþ ââàæà¹ìî, ùî
öÿ êîìïîíåíòà çàäîâîëüíÿ¹ êâîòíi óìîâè). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T ìîìåíò, â ÿêèé
r ≤ m êîìïîíåíò äîñÿãëè êâîòíèõ óìîâ. Âèçíà÷èòè ùiëüíiñòü â.â. T .

2.4.Ñêëàäíèé ïðîöåñ Ïóàññîíà

Íåõàé {ξk, k ≥ 1} � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi â.â. ç ôóíêöi¹þ
ðîçïîäiëó F (x) òà õ.ô. ϕ (α) =

∫∞
−∞ e

ıαxdF (x), {Nt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Ïóàññîíà
ç iíòåíñèâíiñòþ λ íåçàëåæíèé âiä {ξk}, òîäi â.ï.

Xt =

Nt∑
k=1

ξk

íàçèâàþòü ñêëàäíèì ïðîöåñîì Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ ñòðèáêiâ λ òà
ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó ñòðèáêiâ F (x) (äèâ. ðèñ. 2.8.).

Âïðàâà 2.26. Ïîêàçàòè, ùî ïðîöåñ {Xt, t ≥ 0} ¹ ïðîöåñîì Ëåâi òà

EeıαXt = etψ(α),

äå ψ (α) = λ (ϕ (α)− 1). Ïîêàçàòè, ùî ïåðåçàïóùåíèé ïðîöåñ â ìîìåíòè τk:{
X̃t = Xτk+t −Xτk, t ≥ 0

}
òàêîæ ¹ ñêëàäíèé ïðîöåñ Ïóàññîíà.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàííÿ ñêëàäíîãî ïðîöåñó
Ïóàññîíà.

Ïðîñiÿíèé ïðîöåñ Ïóàññîíà. Íåõàé â.â. ξk ∼
(

0 1
1− p p

)
, äå 0 <

< p < 1, òîäi

EeıαXt = etλ(ϕ(α)−1) = etλ(peıα+(1−p)−1) = etλp(e
ıα−1)
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Dt
M

Ðèñ. 2.9. Ïðîöåñè ðèçèêó òà òåîði¨ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ

� õ.ô. ðîçïîäiëó Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λp. Òîáòî, òàê âèçíà÷åíèé ñêëàäíèé
ïðîöåñ Ïóàññîíà ¹ ïðîñòèì ïðîöåñîì Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λp. Ç
ïðàêòè÷íî¨ òî÷êè çîðó â.â. ξk âèçíà÷àþòü ÷è áóäå ðå¹ñòðóâàòèñü íàñòàííÿ
k-î¨ ïîäi¨.

Êëàñè÷íèé ïðîöåñ ðèçèêó. Ïðèïóñòèìî, ùî âèìîãè çà ñòðàõîâèìè
ïîëiñàìè íàäõîäÿòü äî ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ ó âiäïîâiäíîñòi äî ïðîöåñó
Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ, à ðîçìið âèìîã � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi
â.â. ξk > 0. Íåõàé u � ïî÷àòêîâèé êàïiòàë êîìïàíi¨ i ïðåìi¨ íàäõîäÿòü ç
ïîñòiéíîþ iíòåíñèâíiñòþ c > 0, òîäi êàïiòàë êîìïàíi¨ â ìîìåíò ÷àñó t > 0
õàðàêòåðèçó¹ ïðîöåñ ðåçåðâiâ (risk reserve process, äèâ. ðèñ. 2.9.)

Ut = u+ ct−Xt.

Âèçíà÷èìî éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà íà íåñêií÷åííîìó ãîðèçîíòi òàê

Ψ (u) = P {Ut < 0 äëÿ äåÿêîãî t > 0|U0 = u} .

ßêùî
P {limt→∞Ut = −∞} = 1,

òî Ψ (u) = 1, ∀u ∈ R+, òîìó çàçâè÷àé ïðèïóñêàþòü, ùî

P

{
lim
t↑∞

Ut =∞
}

= 1.
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Äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ öüîãî ¹ òàê çâàíà óìîâà áåçïå÷íîãî çàâàíòàæåííÿ
(security loading condition):

µ = Eξk <∞ òà
λµ

c
< 1.

ßêùî öÿ óìîâà âèêîíàíà, òî Ψ (0) = λµ
c .

Ïðèêëàä (ðiâíÿííÿ äëÿ éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà). Ðîçãëÿíåìî éìîâiðíiñòü
âèæèâàííÿ

Φ (u) = 1−Ψ (u)

i âèâåäåìî äëÿ íå¨ âiäïîâiäíå iíòåãðî-äèôåðåíöiéíå ðiâíÿííÿ.
Âèäiëèìî òàêi äâà âèïàäêè: {τ1 ≤ h} òà {τ1 > h}, äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî

h > 0, âiäçíà÷àþ÷è òàêèì ÷èíîì, ÷è íàäiéøëà íà ïðîìiæêó [0, h] ïåðøà
âèìîãà ðîçìiðîì ξ1. ßêùî {τ1 > h}, òî, ïåðåçàïóñêàþ÷è ïðîöåñ Ut â ìîìåíò
h, ìà¹ìî ùî éìîâiðíiñòü âèæèâàííÿ äîðiâíþâàòèìå

EΦ (u+ ch)1{τ1>h}.

ßêùî æ ñòàëàñü ïîäiÿ {τ1 ≤ h}, òî, ïåðåçàïóñêàþ÷è ïðîöåñ Ut â ìîìåíò τ1,
ìà¹ìî ùî éìîâiðíiñòü âèæèâàííÿ äîðiâíþâàòèìå

EΦ (u+ cτ1 − ξ1)1{ξ1<u+cτ1,τ1≤h}.

Îñêiëüêè τ1 ∼ Exp (λ), ξ1 ìà¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó F (x) òà, âðàõîâóþ÷è
íåçàëåæíiñòü öèõ â.â., ìà¹ìî ùî

Φ (u) = Φ (u+ ch) e−λh +

∫ h

0

∫ u+ct

0

Φ (u+ ct− y) dF (y)λe−λtdt.

Ïåðåïèøåìî îäåðæàíå ðiâíÿííÿ äëÿ Φ ÿê

1

h

(
Φ (u+ ch)− Φ (u)− Φ (u+ ch)

(
1− e−λh

))
=

= −1

h

∫ h

0

∫ u+ct

0

Φ (u+ ct− y) dF (y)λe−λtdt.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi h ↓ 0, äëÿ ïðàâî¨ ïîõiäíî¨ âèâîäèìî øóêàíå ðiâíÿííÿ:

cΦ′ (u) = λ

(
Φ (u)−

∫ u

0

Φ (u− z) dF (z)

)
.

ßêùî ðîçïîäië F íå ìà¹ àòîìiâ, òî, çàìiíþþ÷è u íà u − ch i ïåðåõîäÿ÷è äî
ãðàíèöi h ↑ 0, ìîæåìî ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ìiñöå i äëÿ ëiâî¨
ïîõiäíî¨.
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ßêùî
F (y) = 1− e−βy, y > 0,

òî îòðèìàíå ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

cΦ′ (u) = λ

(
Φ (u)− βe−βu

∫ u

0

Φ (y) eβydy

)
.

Äèôåðåíöiþþ÷è ïî u, âèâîäèìî ùî

cΦ′′ (u) = λΦ′ (u) + λβ

(
βe−βu

∫ u

0

Φ (y) eβydy − Φ (u)

)
.

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ Φ′ (u), ìàòèìåìî

cΦ′′ (u) = λΦ′ (u)− βcΦ′ (u)

àáî

Φ′′ (u) = Φ′ (u)

(
λ

c
− β

)
.

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

Φ (u) = A+Be−(β−λc )u.

Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ c− λ
β > 0: Φ (u)→ 1, u→∞, òà Φ (0) = 1− λ

βc , îäåðæèìî
ùî

Φ (u) = 1− λ

βc
e−(β−λc )u

àáî Ψ (u) = λ
βce
−(β−λc )u.

Äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî âèäó ðîçïîäiëó ñòðèáêiâ ìîæíà îòðèìàòè
åêñïîíåíöiéíó àñèìïòîòèêó éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Yt = u− Ut = Xt − ct

ïðîöåñ íàäëèøêiâ âèìîã (claim surplus process), òîäi

Ψ (u) = P

{
sup
t≥0

Yt > u

}
.

ßêùî â.â. θs ∼ Exp (s) íåçàëåæíà âiä Yt, òî òâiðíà ôóíêöiÿ ìîìåíòiâ ïðîöåñó
Yt çóïèíåíîãî ó ìîìåíò θs ìà¹ çîáðàæåííÿ

EerYθs =

∫ ∞
0

etk(r)se−stdt =
s

s− k (r)
,
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äå
k (r) = −cr + λ

(
Eerξ1 − 1

)
.

Ðiâíÿííÿ
s− k (r) = 0

íàçèâàþòü êóìóëÿíòíèì (àáî ðiâíÿííÿì Ëóíäáåðãà). Îñêiëüêè

k (0) = 0, k′ (0) = −c+ λµ < 0 òà k′′ (r) = λEξ2
1e
rξ1 > 0,

êóìóëÿíòíå ðiâíÿííÿ k (r) = 0 ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî äîäàòíîãî êîðåíÿ, ÿêèé
íàçèâàþòü åêñïîíåíòîþ Ëóíäáåðãà. Âiäïîâiäíî, ÿêùî iñíó¹ òàêå R > 0, ùî
k (R) = 0 àáî

∫∞
0 eRxF (x) dx = c

λ , òî ìîæíà ïîêàçàòè ùî

Ψ (u) ≤ e−Ru.

Áiëüø òîãî, ÿêùî
∫∞

0 xeRxdF (x) < ∞, òî ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòèêà Êðàìåðà-
Ëóíäáåðãà

Ψ (u) ' Ce−Ru, u→∞,
äå C = c−λµ

R
∫∞
0
xeRxλF̄ (x)dx

14.

Âiðòóàëüíèé ÷àñ ÷åêàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìà¹ìî äåÿêèé ñåðâåð,
íà ÿêié íàäõîäÿòü çàïèòè ó âiäïîâiäíîñòi äî ïðîöåñó Ïóàññîíà {Nt, t ≥ 0} ç
iíòåíñèâíiñòþ λ. ×àñ îáñëóãîâóâàííÿ k-ãî çàïèòó âèçíà÷åíèé ÿê íåâiä'¹ìíà
â.â. ξk, ÿêà ìà¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó F (x), ïðè÷îìó ïîñëiäîâíiñòü {ξk}
íå çàëåæèòü âiä ïðîöåñó Nt. Äèñöèïëiíà îáñëóãîâóâàííÿ � ïåðøèé
íàäiéøîâ, ïåðøèé îáñëóãîâó¹òüñÿ. Òîáòî, ìà¹ìî ÷åðãó M/G/1. Áóäåìî
òàêîæ ïðèïóñêàòè, ùî î÷iêóâàíèé ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ µ =

∫∞
0 xdF (x) ¹

ñêií÷åííèé, òîäi ρ = λµ íàçèâàþòü iíòåíñèâíiñòþ òðàôiêó (àáî êîåôiöi¹íòîì
íàâàíòàæåííÿ íà ñèñòåìó).

Ñêëàäíèé ïðîöåñ Ïóàññîíà

Zt = t−
Nt∑
k=1

ξk, t ≥ 0,

íàçèâàþòü êåðóþ÷èì ïðîöåñîì äëÿ öi¹¨ ÷åðãè. Îäíi¹þ ç âàæëèâèõ
õàðàêòåðèñòèê ÷åðãè ¹ çàâàíòàæåíiñòü ñåðâåðà (workload), ÿêà çà óìîâè
âiäñóòíîñòi íåîïðàöüîâàíèõ çàïèòiâ ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, âèçíà÷åíà ÿê
â.ï.

Vt = sup
s≤t

Zs − Zt

(÷àñ ÷åêàííÿ îáñëóãîâóâàííÿ äëÿ çàïèòó, ÿêèé íàäiéøîâ ó ìîìåíò ÷àñó t).
ßêùî iñíó¹ ñòàöiîíàðíèé ñòàí ðîáîòè ñåðâåðà i iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
t→∞

P {Vt ≤ u} = P {V ≤ u} ,

14Äèâ., íàïðèêëàä, Theorem 1.7 â Mishura Yu., Ragulina O. Ruin Probabilities. London: ISTE Press Ltd,
2016.
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òî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ãðàíè÷íà éìîâiðíiñòü çáiãà¹òüñÿ ç iìîâiðíiñòþ
âèæèâàííÿ Φ (u) äëÿ ïðîöåñó ðèçèêó u+Zt ç c = 1. Çíà÷èòü, öÿ éìîâiðíiñòü
¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

Φ′ (u) = λ

(
Φ (u)−

∫ u

0

Φ (u− y) dF (y)

)
.

Îñêiëüêè ìà¹ ìiñöå òàêå ïîäàííÿ

Φ (u) = Φ (0) +

∫ u

0

Φ′ (v) dv,

äîäàíîê, ùî âèçíà÷à¹ çãîðòêó Φ òà F , ìîæåìî ïåðåïèñàòè ÿê∫ u

0

Φ (u− y) dF (y) =

∫ u

0

∫ u−y

0

Φ′ (v) dvdF (y) + Φ (0)F (u) .

Çðîáèâøè çàìiíó çìiííèõ ṽ = u − v, îòðèìà¹ìî, ùî öÿ çãîðòêà ìà¹
çîáðàæåííÿ ∫ u

0

Φ′ (u− ṽ)F (ṽ) dṽ + Φ (0)F (u) ,

i òîäi ðiâíÿííÿ äëÿ Φ íàáóâà¹ òàêîãî âèãëÿäó

Φ′ (u) = λ

(
Φ (u)− Φ (0)F (u)−

∫ u

0

Φ′ (u− v)F (v) dv

)
.

Ïiäñòàâèâøè F (u) = 1− F̄ (u) òà âèêîðèñòàâøè ïîçíà÷åííÿ G (u) = λF̄ (u),
âèâîäèìî

Φ′ (u) = Φ (0)G (u) +

∫ u

0

Φ′ (u− v)G (v) dv.

Îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿì òèïó çãîðòêè i äëÿ éîãî ðîçâ'ÿçàííÿ
ìîæíà çàñòîñóâàòè ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Â òåðìiíàõ ïåðåòâîðåíü

Φ̂ = Φ̂ (s) =

∫ ∞
0

e−suΦ′ (u) du òà Ĝ = Ĝ (s)

ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

Φ̂ = Φ (0) Ĝ+ Φ̂Ĝ.

Çâiäêè Φ̂ = Φ (0) Ĝ
1−Ĝ . Îñêiëüêè

lim
s↓0

Ĝ =

∫ ∞
0

λF̄ (u) du = λµ = ρ,

ìà¹ìî ∫ ∞
0

Φ′ (u) du = lim
s↓0

Φ̂ = Φ (0)
ρ

1− ρ
.
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Âðàõîâóþ÷è, ùî øóêà¹ìî íåâiä'¹ìíèé (Φ′ � ïîõiäíà íåñïàäíî¨ ôóíêöi¨),
iíòåãðîâíèé i íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òî îòðèìó¹ìî òàêó íåîáõiäíó óìîâó
ρ < 1 (ÿêùî ρ ≥ 1, òî ìàëè á Φ (0) = 0, à çíà÷èòü ∀u ∈ R+: Φ′ (u) = 0). Çà
öi¹¨ óìîâè limu→∞Φ (u) = 1 i∫ ∞

0

Φ′ (u) du = Φ (∞)− Φ (0) = 1− Φ (0) .

Çiñòàâèâøè ç ðàíiøå îòðèìàíèì âèðàçîì äëÿ öüîãî iíòåãðàëó âèâîäèìî, ùî
Φ (0) = 1− ρ.

Îòæå, äëÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ôóíêöi¨ Φ′ ìà¹ìî òàêå
ñïiââiäíîøåííÿ

Φ̂ = (1− ρ)
Ĝ

1− Ĝ
= (1− ρ)

∞∑
n=1

(
Ĝ
)n
.

Ìîæëèâiñòü òàêîãî çîáðàæåííÿ ïîÿñíþþòü òàê: ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äëÿ
G ìîæíà ïåðåïèñàòè òàêèì ÷èíîì

Ĝ =

∫ ∞
0

e−suG (u) du = ρ

∫ ∞
0

e−su
F̄ (u)

µ
du = ρEe−sY ,

äå â.â. Y ìà¹ ùiëüíiñòü

fY (u) =
1

µ
F̄ (u) , u ≥ 0,

çâiäêè ìà¹ìî Ĝ < 1.
Îñêiëüêè ∫ ∞

0

e−sudP {V ≤ u} = Φ (0) + Φ̂,

îäåðæèìî òàê çâàíó ôîðìóëó Ïîëÿ÷åêà-Õií÷iíà∫ ∞
0

e−sudP {V ≤ u} =
∞∑
n=0

(1− ρ) ρn
(
Ee−sY

)n
.

Çâiäêè îáåðíóâøè ïî s, ìàòèìåìî

P {V ≤ u} = P

{
ν∑
i=1

Yi ≤ u

}
,

äå Yi � íåçàëåæíi â.â. çi ùiëüíiñòþ fY (u), ÿêi íå çàëåæàòü âiä â.â. ν ∼
Geom (1− ρ). Çîêðåìà,

EV = EνEYi =
ρEξ2

1

2 (1− ρ)µ
=

λEξ2
1

2 (1− λµ)
.
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Ïðîöåñ òåîði¨ çàïàñiâ. Íåõàé u � ïî÷àòêîâèé îáñÿã çàïàñiâ ó ñõîâèùi
ç ìàêñèìàëüíîþ ìiñòêiñòþ M , c � ïîñòiéíà iíòåíñèâíiñòü íàäõîäæåííÿ òà ξk
� îáñÿãè âiäâàíòàæåíü çi ñõîâèùà, òîäi ïðîöåñ

Dt = min {M,max {0, u+ ct−Xt}}

íàçèâàþòü ïðîöåñîì òåîði¨ çàïàñiâ.

2.5.Óçàãàëüíåííÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà

Íåîäíîðiäíèé ïðîöåñ Ïóàññîíà

Îäèí ç âàæëèâèõ íàïðÿìêiâ óçàãàëüíèòè ïîíÿòòÿ ïðîñòîãî ïðîöåñó
Ïóàññîíà � ïðèïóñòèòè, ùî iíòåíñèâíiñòü Λ çàëåæèòü âiä ÷àñó, òîáòî

Λ = Λ (t) .

Íàïðèêëàä, iíòåíñèâíiñòü íàäõîäæåííÿ âèìîã äî ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ ìîæå
çàëåæàòè âiä ïîðó ðîêó (ñåðåäíÿ êiëüêiñòü àâàðié â îñiííüî-çèìîâèé ïåðiîä
âèùà çà êiëüêiñòü àâàðié â âåñíÿíî-ëiòíié). Äëÿ äàíîãî ïðîöåñó óìîâà äðóãîãî
âèçíà÷åííÿ âèãëÿäàòèìå òàê

P {Nt+h −Nt = 1} = Λ (t)h+ o (h) , h→ 0,

çâiäêè ìîæåìî îòðèìàòè, ùî

Nt −Ns ∼ Pois

(∫ t

s

Λ (u) du

)
, 0 ≤ s < t.

Òàêèé ïðîöåñ ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè íàçèâàþòü íåîäíîðiäíèì ïðîöåñîì
Ïóàññîíà.

Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíèé ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê ïîäié {τk}∞k=1. Äëÿ k = 1
ìà¹ìî

P {τ1 > t} = P {Nt = 0} = e−
∫ t
0

Λ(u)du.

Çàñòîñîâóþ÷è ðiâíiñòü
{τn ≤ t} = {Nt ≥ n}

ÿê i äëÿ îäíîðiäíîãî ïðîöåñó, ïðèõîäèìî äî

fτn (t) =

(∫ t
0 Λ (u) du

)n−1

(n− 1)!
Λ (t) e−

∫ t
0

Λ(u)du, t ≥ 0,

òà

Eτn =

∫ ∞
0

e−
∫ t
0

Λ(u)du
n−1∑
k=0

(∫ t
0 Λ (u) du

)k
k!

dt.
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0 1 2 1 0

Ðèñ. 2.10. Êiëüêiñòü çàïèòiâ ó ñèñòåìi M/G/∞

Äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ÷àñó ìiæ ïîäiÿìè {Tn} ìà¹ìî

ETn = Eτn − Eτn−1 =

∫ ∞
0

e−
∫ t
0

Λ(u)du

(∫ t
0 Λ (u) du

)n−1

(n− 1)!
dt, n ≥ 2.

Âïðàâà 2.27. Çíàéòè ñïiëüíèé ðîçïîäië äëÿ {τ1, . . . , τn}.

Âïðàâà 2.28. Êiëüêiñòü çàïèòiâ íà îáñëóãîâóâàííÿ ïðîòÿãîì ðîáîòè ç 8:00
äî 16:00 ìîæå áóòè îïèñàíà ïðîöåñîì Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ

Λ (u) = 5 (u− 8) e−
(u−8)2

10 , 8 ≤ u ≤ 16.

Çíàéòè î÷iêóâàíó êiëüêiñòü çàïèòiâ íà ñåðâåð ïðîòÿãîì ðîáî÷îãî äíÿ. ßêà
éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íå ìåíøå 30 çàïèòiâ áóäå ìiæ 8:00 òà 12:00?

Ïðèêëàä (÷åðãà M/G/∞). Íåõàé çàïèòè íà îáñëóãîâóâàííÿ íàäõîäÿòü
ó âiäïîâiäíîñòi äî ïðîöåñó Ïóàññîíà {Ns, s ≥ 0} ç iíòåíñèâíiñòþ λ. ×àñ
îáñëóãîâóâàííÿ çàïèòó ìà¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó F (x) i íå çàëåæèòü âiä Nt.
Ñèñòåìà îáñëóãîâóâàííÿ ñôîðìîâàíà òàê, ùî æîäåí çàïèò íå ïîòðàïëÿ¹ ó
÷åðãó i ïiñëÿ íàäõîäæåííÿ çðàçó ïî÷èíà¹ îáñëóãîâóâàòèñü (äèâ. ðèñ. 2.10.).
Çíàéäåìî ðîçïîäië êiëüêîñòi çàïèòiâ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ íà îáñëóãîâóâàííÿ íà
ìîìåíò t.

Äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî h > 0 iìîâiðíiñòü íàäõîäæåííÿ îäíîãî çàïèòó
íà ïðîìiæêó (s, s+h] äîðiâíþ¹ λh+o (h) i áiëüøå çà îäèí � o (h). Iìîâiðíiñòü
òîãî, ùî îäèí çàïèò ç ÷àñîì îáñëóãîâóâàííÿ ξ ∼ F (x) íàäõîäèòü íà ïðîìiæêó
(s, s+ h] i ùå çíàõîäèòüñÿ íà îáñëóãîâóâàííi â ìîìåíò t > s, òîäi äîðiâíþ¹

(λh+ o (h))P {ξ > t− s} = λhF̄ (t− s) + o (h)

(äèâ. ðèñ. 2.11.). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
{
Ñs, 0 ≤ s ≤ t

}
ëi÷èëüíèé ïðîöåñ çàïèòiâ,

ÿêi íàäiéøëè äî ñèñòåìè íà ïðîìiæêó [0, s] i íà ìîìåíò t ùå îáñëóãîâóþòüñÿ
(äèâ. ðèñ. 2.12.). Îñêiëüêè ïðîöåñ Ns ìà¹ íåçàëåæíi ïðèðîñòè i ÷àñ
îáñëóãîâóâàííÿ çàïèòiâ ¹ íåçàëåæíèìè â.â., òîäi ïðîöåñ Ñs òàêîæ ìà¹
íåçàëåæíi ïðèðîñòè, ïðè÷îìó

P
{
Ñs+h − Ñs = 1

}
= λF̄ (t− s)h+ o (h)

101



Ðèñ. 2.11. Çàïèò â ñèñòåìi M/G/∞

òà
P
{
Ñs+h − Ñs > 1

}
= o (h) ,

ìà¹ìî ùî
{
Ñs, 0 ≤ s ≤ t

}
¹ íåîäíîðiäíèé ïðîöåñ Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ

Λ (s) = λF̄ (t− s), s ≤ t. Çíà÷èòü

P
{
Ñt = k

}
=

(
λ
∫ t

0 F̄ (t− s) ds
)k

k!
e−λ

∫ t
0
F̄ (t−s)ds.

Ìiøàíèé ïðîöåñ Ïóàññîíà

Íàñòóïíèé íàïðÿìîê óçàãàëüíåííÿ � ââàæàòè, ùî iíòåíñèâíiñòü ¹
âèïàäêîâîþ

Λ = Λ (ω) .

Çà óìîâè Λ (ω) = λ > 0 ïðîöåñ {Nt, t ≥ 0} ¹ ïðîñòèì ïðîöåñîì Ïóàññîíà
ç iíòåíñèâíiñòþ λ, òîáòî ìà¹ íåçàëåæíi ïðèðîñòè i ïðèðîñòè çà ôiêñîâàíîãî
çíà÷åííÿ iíòåíñèâíîñòi

Nt+h −Nt|Λ = λ ∼ Pois (λh) , h > 0.

Òàê âèçíà÷åíèé ïðîöåñ íàçèâàþòü ìiøàíèì ïðîöåñîì Ïóàññîíà, ïðè öüîìó
Λ íàçèâàþòü ïàðàìåòðîì çìiøóâàííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî â.â. Λ ìà¹ Exp (s) ðîçïîäië. Òîäi

P {Nt+h −Nt = n} =

∫ ∞
0

(λh)n

n!
e−λhse−λsdλ =

=
shn

(s+ h)n+1

∫ ∞
0

(s+ h)n+1

n!
λne−(h+s)λdλ =

(
s

s+ h

)(
h

s+ h

)n
,

òîáòî Nt+h −Nt ∼ Geom
(

s
s+h

)
, à çíà÷èòü Nt íå ¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà.

Ðèñ. 2.12. Çàïèòè, ùî çíàõîäÿòüñÿ â ñèñòåìi íà ìîìåíò t i çàéøëè äî s
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Ïðîàíàëiçó¹ìî ÿêi óìîâè äðóãîãî âèçíà÷åííÿ íå áóäóòü âèêîíóâàòèñü.
Îñêiëüêè

P {Nt+h −Nt = 1} =
s

s+ h

(
h

s+ h

)
= sh (s+ h)−2 =

=
h

s

(
1 +

h

s

)−2

= h
1

s
+ o (h)

òà

P {Nt+h −Nt ≥ 2} =
∞∑
n=2

(
s

s+ h

)(
h

s+ h

)n
=

(
sh

s+ h

)2

= o (h) ,

ìà¹ íå âèêîíóâàòèñü óìîâà íåçàëåæíîñòi ïðèðîñòiâ. Äëÿ 0 = t0 < t1 < t2,
n1, n2 ∈ Z+ ìà¹ìî

P {Nt1 −Nt0 = n1, Nt2 −Nt1 = n2} =

=

∫ ∞
0

P {Nt1 −Nt0 = n1, Nt2 −Nt1 = n2|Λ = λ} se−sλdλ =

=

∫ ∞
0

λn1 (t1 − t0)n1

n1!
e−λ(t1−t0)λ

n2 (t2 − t1)n2

n2!
e−λ(t2−t1)se−λsdλ =

= s
(t1 − t0)n1

n1!

(t2 − t1)n2

n2!

∫ ∞
0

λn1+n2e−λ(s+t2−t0)dλ =

= s
(t1 − t0)n1

n1!

(t2 − t1)n2

n2!

(n1 + n2)!

(s+ t2 − t0)n1+n2+1 =

= sCn1
n1+n2

(t2 − t1)n2 (t1 − t0)n1

(s+ t2 − t0)n1+n2+1 .

Âðàõîâóþ÷è ùî

P {Nt1 −Nt0 = n1} =
s

s+ t1 − t0

(
t1 − t0

s+ t1 − t0

)n1
,

îäåðæó¹ìî

P {Nt2 −Nt1 = n2|Nt1 −Nt0 = n1} =

= sCn1
n1+n2

(t2 − t1)n2 (t1 − t0)n1

(s+ t2 − t0)n1+n2+1

(s+ t1 − t0)
s

(s+ t1 − t0)n1

(t1 − t0)n1
=

= Cn1
n1+n2

(
t2 − t1

s+ t2 − t0

)n2 (s+ t1 − t0
s+ t2 − t0

)n1+1

6= P {Nt2 −Nt1 = n2} .

Êðiì òîãî, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü

Cn1
n1+n2 = C

(n1+1)−1
(n1+1)+n2−1,
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ðîáèìî âèñíîâîê, ùî óìîâíèé ðîçïîäië ¹ âiä'¹ìíèì áiíîìíèì.
Ïðèïóñòèìî, ùî â.â. Λ ìà¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó F (λ), òîäi

P {Nt = k} =

∫ ∞
0

(λt)k

k!
e−λtdF (λ) ,

çâiäêè

P {Nt = 0} =

∫ ∞
0

e−λtdF (λ) = Ee−tΛ.

Äëÿ k-î¨ ïîõiäíî¨ öi¹¨ éìîâiðíîñòi ìà¹ìî, ùî

∂k

∂tk
P {Nt = 0} =

∫ ∞
0

(−λ)k e−λtdF (λ) ,

òîäi

P {Nt = k} = (−1)k
tk

k!

∂k

∂tk
Ee−tΛ, k ∈ Z+.

Âïðàâà 2.29. Ïîêàçàòè, ùî ENt = tEΛ òà DNt = tEΛ + t2DΛ.

Òåîðåìà 2.14 (ïðî âëàñòèâîñòi ìiøàíîãî ïðîöåñó Ïóàññîíà). Ìiøàíèé
ïðîöåñ Ïóàññîíà ìà¹ ñòàöiîíàðíi òà, ÿêùî ðîçïîäië iíòåíñèâíîñòi Λ
íåâèðîäæåíèé, íå íåçàëåæíi ïðèðîñòè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 0 = t0 ≤ t1 < . . . < tn, h > 0, k1, . . . , kn ∈ Z+, òîäi

P
{
Nt1+h −Nt0+h = k1, . . . , Ntn+h −Ntn−1+h = kn

}
=

=

∫ ∞
0

P
{
Nt1+h −Nt0+h = k1, . . . , Ntn+h −Ntn−1+h = kn|Λ = λ

}
dF (λ) =

=

∫ ∞
0

P
{
Nt1 −Nt0 = k1, . . . , Ntn −Ntn−1 = kn|Λ = λ

}
dF (λ) =

= P
{
Nt1 −Nt0 = k1, . . . , Ntn −Ntn−1 = kn

}
.

Äëÿ äîâåäåííÿ çàëåæíîñòi ïðèðîñòiâ äîñòàòíüî âçÿòè n = 2, òîäi

P {Nt1 −Nt0 = k1, Nt2 −Nt1 = k2} =

=

∫ ∞
0

P {Nt1 −Nt0 = k1, Nt2 −Nt1 = k2|Λ = λ} dF (λ) =

=

∫ ∞
0

P {Nt1 −Nt0 = k1|Λ = λ}P {Nt2 −Nt1 = k2|Λ = λ} dF (λ) =

6=
∫ ∞

0

P {Nt1 −Nt0 = k1|Λ = λ} dF (λ)×

×
∫ ∞

0

P {Nt2 −Nt1 = k2|Λ = λ} dF (λ) .
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Âïðàâà 2.30. Ïîêàçàòè, ùî ñïiëüíèé ðîçïîäië ïðèðîñòiâ ìiøàíîãî ïðîöåñó
íà ðîçáèòòi âiäðiçêà [0, t] çà âiäîìî¨ êiëüêîñòi ñòðèáêiâ ¹ ïîëiíîìiàëüíèì:(
Nt1 −Nt0, . . . , Ntn −Ntn−1

)
|Ntn = n ∼Multinomial

(
n,
(
t1−t0
tn
, . . . , tn−tn−1tn

))
.

Âïðàâà 2.31. Ïîêàçàòè, ùî

cov (Nt1 −Nt0, Nt2 −Nt1) =
2∏
i=1

(ti − ti−1)DΛ.

Ïðèêëàä (ïðîöåñ Ïîëÿ). Íåõàé ìiøàíèé ïðîöåñ Ïóàññîíà {Nt, t ≥ 0} ìà¹
Gamma (α, β)-ðîçïîäiëåíó iíòåíñèâíiñòü. Çíàéäåìî îäíîâèìiðíèé ðîçïîäië òà
ñêií÷åííî âèìiðíi ðîçïîäiëè öüîãî ïðîöåñó.

Âðàõîâóþ÷è, ùî

fΛ (λ) =
βα

Γ (α)
λα−1e−βλ, λ > 0,

ìà¹ìî

P {Nt = k} = (−1)k
tk

k!

∂k

∂tk
(
Ee−tΛ

)
= (−1)k

tk

k!

∂k

∂tk

(
β

t+ β

)α
=

= (−1)k
tk

k!

∂k

∂tk

(
1 +

t

β

)−α
=
tk

k!

Γ (α + k)

Γ (α)

(
1

β

)k (
1 +

t

β

)−α−k
=

=
Γ (α + k)

Γ (k + 1) Γ (α)

(
t

t+ β

)k (
1− t

t+ β

)α
.

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ α ∈ N îòðèìà¹ìî âiä'¹ìíèé áiíîìíèé ðîçïîäië.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñêií÷åííî âèìiðíi ðîçïîäiëè: äëÿ 0 = t0 < t1 < . . . < tn òà
k1, . . . , kn ∈ Z+, k0 = 0 ìà¹ìî

Pt1,...,tn (k1, . . . , kn) = P
{
Nti = ki, i = 1, n|Ntn = kn

}
P {Ntn = kn} =

= P
{
Nti −Nti−1 = ki − ki−1, i = 1, n|Ntn = kn

}
P {Ntn = kn} =

=
kn!

(k1 − k0)! . . . (kn − kn−1)!

n∏
i=1

(
ti − ti−1

tn

)ki−ki−1
×

× Γ (α + kn)

Γ (kn + 1) Γ (α)

(
tn

tn + β

)kn (
1− tn

tn + β

)α
=

=
Γ (α + kn)

Γ (α)

(
1− tn

tn + β

)α n∏
i=1

1

(ki − ki−1)!

(
ti − ti−1

tn + β

)ki−ki−1
.

Âiäìiòèìî, ùî íà ïðàêòèöi òàêîæ ðîçãëÿäàþòü çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ óìîâíîãî
ðîçïîäiëó êîåôiöi¹íòà çìiøóâàííÿ. Çîêðåìà,
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P {Λ < x|Nt = n} =
P {Nt = n,Λ < x}

P {Nt = n}
=

E1{Nt=n,Λ<x}
P {Nt = n}

=

=
E
(
E
(
1{Nt=n,Λ<x}|Λ

))
P {Nt = n}

=
E
(
1{Λ<x}E

(
1{Nt=n}|Λ

))
E
(
E
(
1{Nt=n}|Λ

)) =

=

∫ x
0 (λt)n e−λtdF (λ)∫∞
0 (λt)n e−λtdF (λ)

.

ßêùî F àáñîëþòíî íåïåðåðâíà çi ùiëüíiñòþ fΛ (λ) , òîäi óìîâíèé ðîçïîäië
òàêîæ ìà¹ ùiëüíiñòü

fΛ|Nt=n (λ) =
(λt)n e−λtfΛ (λ)∫∞

0 (λt)n e−λtfΛ (λ) dλ
.

Äëÿ ïðîöåñó Ïîëÿ ìà¹ìî∫ ∞
0

(λt)n e−λtfΛ (λ) dλ = n!P {Nt = n} =
Γ (α + n)

Γ (α)

(
t

t+ β

)n(
β

t+ β

)α
.

Òîìó

fΛ|Nt=n (λ) =
(λt)n e−λt β

α

Γ(α)λ
α−1e−βλ

Γ(α+n)
Γ(α)

(
t

t+β

)n (
β
t+β

)α =
(β + t)n+α

Γ (α + n)
λα+n−1e−(β+t)λ, λ ≥ 0.

Òîáòî, Λ|Nt = n ∼ Gamma (α + n, β + t).

Âïðàâà 2.32. Íåõàé {Nt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Ïîëÿ. Çíàéòè

lim
h→0

1

h
P {Nt+h −Nt = 1|Nt = n} .

Ïðèêëàä (ìiøàíèé ïðîöåñ ç äèñêðåòíî ðîçïîäiëåíîþ iíòåíñèâíiñòþ).
Ïðèïóñòèìî, ùî êiëüêiñòü ñåéñìi÷íèõ ïîøòîâõiâ â äåÿêîìó ðåãiîíi ïðîòÿãîì
ïåâíîãî ñåçîíó ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ìiøàíèì ïðîöåñîì Ïóàññîíà

{Nt, t ≥ 0} ç êîåôiöi¹íòîì çìiøóâàííÿ Λ ∼
(
λ1 λ2

p 1− p

)
.

1) Íåõàé ïðîòÿãîì ñåçîíó íà ìîìåíò t ñòàëîñü n ïîøòîâõiâ. Çíàéäåìî
éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíè ìàëè iíòåíñèâíiñòü λ1.

P {Λ = λ1|Nt = n} =
P {Nt = n|Λ = λ1}P {Λ = λ1}

P {Nt = n}
=

=
(λ1t)

n

n! e−λ1tp
(λ1t)

n

n! e−λ1tp+ (λ2t)
n

n! e−λ2t (1− p)
.
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2) Çíàéäåìî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷àñó äî íàñòóïíîãî ïîøòîâõó
çàëèøèëîñü ìåíøå çà x, ÿêùî âiäîìî, ùî íà ìîìåíò t ñòàëîñü âæå n
ïîøòîâõiâ.

P { ÷àñ ç ìîìåíòó t äî íàñòóïíîãî ïîøòîâõó ≤ x|Nt = n} =

= P {τn+1 − t ≤ x|Nt = n} =
P {τn+1 − t ≤ x,Nt = n}

P {Nt = n}
.

ßêùî iíòåíñèâíiñòü Nt äîðiâíþ¹ λ, òî

P {τn+1 − t ≤ x,Nt = n|Λ = λ} = P {τn ≤ t < τn+1 ≤ t+ x|Λ = λ} =

=

∫ t+x

t

∫ t

0

fτn,τn+1
(yn, yn+1) dyndyn+1 =

=

∫ t+x

t

∫ t

0

λn+1

(n− 1)!
yn−1
n e−λyn+1dyndyn+1 =

=
(λt)n

n!
e−λyn+1|t+xt =

(λt)n

n!
e−λt

(
1− e−λx

)
.

Îòæå,

P {τn+1 − t ≤ x|Nt = n} =

=
(λ1t)

n e−λ1t
(
1− e−λ1x

)
p+ (λ2t)

n e−λ2t
(
1− e−λ2x

)
(1− p)

(λ1t)
n e−λ1tp+ (λ2t)

n e−λ2t (1− p)
.

Íåîäíîðiäíi òà ìiøàíi ïðîöåñè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îêðåìèé âèïàäîê
ïðîöåñiâ, ùî ìàþòü ÿê iíòåíñèâíiñòü äåÿêèé â.ï. Λ = Λ (t, ω). Âiäïîâiäíèé
ïðîöåñ íàçèâàþòü ïðîöåñîì Êîêñà àáî äâi÷i ñòîõàñòè÷íèì ïðîöåñîì
Ïóàññîíà. Äëÿ îäíîâèìiðíîãî ðîçïîäiëó ïðîöåñó Êîêñà ìà¹ìî

P {Nt = k} = E


(∫ t

0 Λ (u, ω) du
)k

k!
e−

∫ t
0

Λ(u,ω)du

 , k ∈ Z+,

òà ENt = E
∫ t

0 Λ (u, ω) du.
Ïðîöåñè âiäíîâëåííÿ

Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî òðåò¹ âèçíà÷åííÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà ïðîöåñ
Ïóàññîíà ¹ ëi÷èëüíèì äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó {τk}∞k=1, äå τk =

∑k
i=1 Ti, Ti �

íåâiä'¹ìíi íåçàëåæíi òà îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi â.â. Öi â.â. ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
÷àñ ðîáîòè ïðèëàäó, ÿêèé çðàçó çàìiíþþòü iíøèì iäåíòè÷íèì ó ðàçi ïîëîìêè,
i ëi÷èëüíèé ïðîöåñ

νt = max {n ∈ N : τn ≤ t}
âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü �âiäíîâëåíü�. Òîìó öåé ïðîöåñ íàçèâàþòü ïðîöåñîì
âiäíîâëåííÿ. Âiäìiòèìî, ùî ïðîöåñ âiäíîâëåííÿ ¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè Ti ∼ Exp (λ).
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Ïðèêëàä (àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ïðîöåñó âiäíîâëåííÿ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

ν∞ = lim
t→∞

νt

çàãàëüíó êiëüêiñòü âiäíîâëåíü, òîäi

P {ν∞ <∞} = P {Tn =∞ äëÿ äåÿêîãî n} =

= P {∪n∈N {Tn =∞}} ≤
∑
n∈N

P {Tn =∞} = 0.

Ïîêàæåìî òàêîæ, ùî
νt
t
→ 1

µ
,

äå µ =
∫∞

0 xdF (x). Çà îçíà÷åííÿì, τνt � êðàéíié ìîìåíò âiäíîâëåííÿ äî
ìîìåíòó ÷àñó t, à τνt+1 � ïåðøèé ìîìåíò âiäíîâëåííÿ ïiñëÿ t. Òîäi (äèâ.
ðèñ. 2.13.)

τνt ≤ t < τνt+1

àáî
τνt
νt
≤ t

νt
<
τνt+1

νt
.

Âåëè÷èíà
τνt
νt

=
1

νt

νt∑
k=1

Tk

õàðàêòåðèçó¹ ñåðåäí¹ ïåðøèõ νt ïåðiîäiâ âiäíîâëåííÿ i ïîñèëåíèé çàêîí
âåëèêèõ ÷èñåë äà¹ τνt

νt
→ ET1 = µ. Áiëüø òîãî,

τνt+1

νt
=

τνt+1

νt + 1

νt + 1

νt
→ µ.

Îòæå,
τνt
νt
→ µ, t→∞ ì.í.

Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò âèïðàâäîâó¹ íàçâó äëÿ 1
µ ÿê iíòåíñèâíîñòi âiäíîâëåííÿ.

Ïðèêëàä (çàñòîñóâàííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïðîöåñó âiäíîâëåííÿ).
Íåõàé ìà¹ìî äåÿêèé êîíòåéíåð, ÿêié ìiñòèòü íåñêií÷åíó êiëüêiñòü ìîíåò:
iìîâiðíiñòü âèïàäiííÿ ãåðáà äëÿ íàâìàííÿ îáðàíî¨ äîðiâíþ¹

p ∼ Unif [0, 1] .

Ðèñ. 2.13. Êðàéíié äî òà ïåðøèé ïiñëÿ t ìîìåíòè âiäíîâëåííÿ
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Îáðàíó ìîíåòó ïîñëiäîâíî ïiäêèäàþòü i âèçíà÷àþòü ÷àñòêó âèïàäiííÿ ãåðáiâ.
Ìîíåòè ìîæíà çìiíþâàòè ïiñëÿ áóäü-ÿêîãî ïiäêèäàííÿ. Çà ÿêî¨ ñòðàòåãi¨
ìîæíà ìàêñèìiçóâàòè öþ ÷àñòêó?

Íåõàé p0 � ÷àñòêà ãåðáiâ â ðåçóëüòàòi ïiäêèäàíü çà îáðàíî¨ ñòðàòåãi¨.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç νn êiëüêiñòü öèôð â ðåçóëüòàòi n ïiäêèäàíü, òîäi êðèòåðié
îïòèìàëüíî¨ ñòðàòåãi¨:

p0 = lim
n→∞

n− νn
n

→ max .

Ðîçãëÿíåìî òàêó ñòðàòåãiþ: ÿê òiëüêè íà îáðàíié ìîíåòi âèïàäà¹ öèôðà
çìiíþ¹ìî ¨¨ íà iíøó. Çìiíó ìîíåòè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âiäíîâëåííÿ ç êðîêîì
âiäíîâëåííÿ, ùî ìà¹ ðîçïîäië Geom (1− p). Âèêîðèñòîâóþ÷è àðãóìåíòè
ïðèêëàäó àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ïðîöåñó âiäíîâëåííÿ, ìà¹ìî

νn
n
→ 1

ET1
,

äå T1 � êiëüêiñòü ïiäêèäàíü ïåðøî¨ ìîíåòè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç p1 iìîâiðíiñòü
âèïàäiííÿ ãåðáà äëÿ ïåðøî¨ ìîíåòè, òîäi

ET1 = E (E (T1|p1)) =

∫ 1

0

1

1− p
dp =∞,

òîáòî p0 = 1 çà öi¹¨ ñòðàòåãi¨.

Ïiä ÷àñ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé ïðîöåñó âiäíîâëåííÿ âàæëèâå çíà÷åííÿ
ìà¹ òàêà õàðàêòåðèñòèêà ÿê ñåðåäíÿ êiëüêiñòü âiäíîâëåíü íà ïðîìiæêó (0, t]:

H (t) = Eνt,

ÿêó íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ âiäíîâëåííÿ.
Ïîêàæåìî, ùî H (t) < ∞, ∀t > 0. Äiéñíî, îñêiëüêè P {Tn = 0} < 1, çà

âëàñòèâiñòþ íåïåðåðâíîñòi éìîâiðíîñòi ∃C > 0:

p = P {Tn ≥ C} > 0.

Âèçíà÷èìî

T̃n = C1{Tn≥C}, τ̃n =
n∑
k=1

T̃k

òà ν̃t = max {n : τ̃n ≤ t} (äèâ. ðèñ. 2.14.). Äëÿ ν̃t âiäíîâëåííÿ âiäáóâàþòüñÿ
ó ìîìåíòè t = nC, n ∈ Z+, i êiëüêiñòü âiäíîâëåíü ó âiäïîâiäíi ìîìåíòè ¹
íåçàëåæíèìè â.â. ç ðîçïîäiëîì Geom (p). Òîäi

Eν̃t ≤
t/C + 1

p
<∞

i îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò ìà¹ìî, îñêiëüêè ç T̃n ≤ Tn âèïëèâà¹ ν̃t ≥ νt.
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Ðèñ. 2.14. Âiäíîâëåííÿ ó ôiêñîâàíi ìîìåíòè

Âïðàâà 2.33. Íåõàé {ξi}i∈N � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî
ðîçïîäiëåíèõ â.â. çi ñêií÷åííèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì, â.â. ν òàêà, ùî
ïîäiÿ {ν ≥ n} íå çàëåæèòü âiä {ξn, ξn+1, . . .} òà Eν <∞. Ïîêàçàòè, ùî

E
ν∑
k=1

ξk = Eξ1Eν.

Âïðàâà 2.34. Íåõàé {νt, t ≥ 0} � äåÿêèé ïðîöåñ âiäíîâëåííÿ, µ �
iíòåíñèâíiñòü âiäíîâëåííÿ. Ïîêàçàòè, ùî

Eτνt+1 = µ (H (t) + 1) .

Òåîðåìà 2.15 (Åëåìåíòàðíà òåîðåìà âiäíîâëåííÿ). Ïðè t→∞

H (t)

t
→

{
1
µ , µ <∞,
0, µ =∞.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê µ <∞. Ç ðiâíîñòi τνt+1 > t ìà¹ìî

µ (H (t) + 1) > t,

òîìó

limt→∞
H (t)

t
≥ 1

µ
.

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè îöiíêó ãðàíèöi çâåðõó, ðîçãëÿíåìî

T̄n = Tn1{Tn≤c} + c1{Tn>c}, τ̄n =
n∑
k=1

T̄k òà ν̄t = sup {n : τ̄n ≤ t} .

Îñêiëüêè ÷àñ ìiæ âiäíîâëåííÿìè äëÿ òàê ïîáóäîâàíîãî ïðîöåñó îáìåæåíi
êîíñòàíòîþ c, ìà¹ìî

τ̄ν̄t+1 ≤ t+ c.

Çíà÷èòü, (
H̄ (t) + 1

)
µc ≤ t+ c,
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äå H̄ (t) = Eν̄t òà µc = ET̄n. Òàêèì ÷èíîì,

limt→∞
H̄ (t)

t
≤ 1

µc
.

Âðàõîâóþ÷è ùî τ̄n ≤ τn, îòðèìà¹ìî ν̄t ≥ νt òà H̄ (t) ≥ H (t), òîäi

limt→∞
H (t)

t
≤ 1

µc
.

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi c→∞, âèâîäèìî

limt→∞
H (t)

t
≤ 1

µ
.

Äëÿ âèïàäêó µ =∞, ÿêùî c→∞, òî µc →∞ òà limt→∞
H(t)
t ≤ 0.

Ïðèïóñêàþ÷è ùî ïî÷àòîê âiäëiêó ÷àñó t = 0 íå çáiãà¹òüñÿ ç ïî÷àòêîì
ðîáîòè ïåðøîãî ïðèëàäó, îòðèìà¹ìî âiäêëàäåíèé ïðîöåñ âiäíîâëåííÿ.
Ïîçíà÷èìî

F (t) = P {Ti ≤ t} , i = 2,∞, òà F1 (t) = P {T1 ≤ t} ,

òîäi ðîçïîäië ìîìåíòiâ âiäíîâëåííÿ τn âèçíà÷åíèé ÿê çãîðòêà

P {τn ≤ t} = F1 ∗ F ∗(n−1) (t) , t ≥ 0, n ∈ N,

äå F ∗0 ≡ 1, i äëÿ ëi÷èëüíîãî ïðîöåñó ìà¹ìî

P {νt = n} = P {τn ≤ t} − P {τn+1 ≤ t} , n ∈ N,

òà P {νt = 0} = P {τ1 > t}.
Çàñòîñîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ òà çâ'ÿçîê ìiæ

êiëüêiñòþ âiäíîâëåíü òà ìîìåíòàìè âiäíîâëåíü, îòðèìà¹ìî òàêå ïîäàííÿ äëÿ
ôóíêöi¨ âiäíîâëåííÿ äëÿ âiäêëàäåíîãî ïðîöåñó

H (t) =
∞∑
n=0

nP {νt = n} =
∞∑
n=1

P {νt ≥ n} =

=
∞∑
n=1

P {τn ≤ t} =
∞∑
n=1

F1 ∗ F ∗(n−1) (t) =
∞∑
n=0

F1 ∗ F ∗(n) (t) .

Çàñòîñóâàâøè ðiâíiñòü

F1 ∗ F ∗(n) (t) =

∫ t

0

F1 ∗ F ∗(n−1) (t− s) dF (s) ,
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Ðèñ. 2.15. Ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê ïîäié âiäïîâiäíî äî ïðîöåñó Ïóàññîíà

âèâîäèìî

H (t) = F1 (t) +

∫ t

0

∞∑
n=1

F1 ∗ F ∗(n−1) (t− s) dF (s)

àáî
H = F1 +H ∗ F.

Òîáòî, ôóíêöiÿ âiäíîâëåííÿ H ¹ ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ
âiäíîâëåííÿ.

Çàâäàííÿ 14. Äëÿ âiäêëàäåíîãî ïðîöåñó âiäíîâëåííÿ {νt, t ≥ 0} ïîçíà÷èìî

µ =

∫ ∞
0

tdF (t) .

Ïîêàçàòè, ùî éîãî ôóíêöiÿ âiäíîâëåííÿ ìîæå áóòè ïîäàíà ÿê

H (t) =
t

µ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

F1 (t) =
1

µ

∫ t

0

(1− F (s)) ds, t ≥ 0.

Ìiðà Ïóàññîíà

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç # ðàõóþ÷ó ìiðó, òîäi çà äîâåäåíèì âèùå ïðèðiñò
ïðîöåñó Ïóàññîíà âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó {τk}∞k=1

íà ïðîìiæêó (s, t] (äèâ. ðèñ. 2.15.):

Nt −Ns = # {n ≥ 1 : τn ∈ (s, t]} , 0 ≤ s < t.

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi òðà¹êòîðié Nt, äëÿ ôiêñîâàíîãî ω ∈ Ω ôóíêöiÿ
Nt (ω) çàäà¹ ìiðó Ëåáåãà-Ñòiëüò'¹ñà N (A) = N (A, ω) íà B (R+):

∀A ∈ B (R+) , N (A, ω) = # {n ∈ N : τn (ω) ∈ A} .

Òîäi N (·, ω) � öiëîçíà÷íà ìiðà, ÿêà ì.í. ñêií÷åííà äëÿ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè
A. Áiëüø òîãî, N (A, ·) � â.â. ç ñåðåäíiì

EN (A) = λ` (A) .

112



Ñiì'þ {N (A) , A ∈ B (R+)} íàçèâàþòü âèïàäêîâîþ ìiðîþ, àñîöiéîâàíîþ ç
ïðîöåñîì Ïóàññîíà: N (A) âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü ñòðèáêiâ ïðîöåñó Ïóàññîíà, ÿêi
âiäáóëèñü íà ìíîæèíi A.

Âëàñòèâîñòi ïðîöåñó Ïóàññîíà òðàíñôîðìóþòüñÿ ó âiäïîâiäíi
âëàñòèâîñòi ìiðè:

N (A) ∼ Pois (λ` (A)) , A ∈ B (R+) ,

òà äëÿ äîâiëüíèõ 0 = t0 < t1 < . . . < tn ìà¹ìî, ùî
{
N ([ti−1, ti)) , i = 1, n

}
� ñiì'ÿ íåçàëåæíèõ â.â. Âiäøòîâõóþ÷èñü âiä öèõ âëàñòèâîñòåé, ìîæåìî
âèçíà÷èòè ìiðó Ïóàññîíà íåîáîâ'ÿçêîâî ç ëåáåãîâîþ iíòåíñèâíiñòþ ñòðèáêiâ.

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé {E,B (E) , λ} � ïðîñòið ç ìiðîþ, äå E ⊂ Rd òà λ �
ìiðà Ðàäîíà, òîáòî λ (K) < ∞ äëÿ äîâiëüíîãî êîìïàêòà K ∈ B (E)15.
Âiäîáðàæåííÿ N : E × Ω → Zc+ íàçèâàþòü ìiðîþ Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ
λ, ÿêùî âèêîíàíi òàêi óìîâè:

1. {N (A) = N (A, ω) , A ∈ B (E)} ¹ ñiì'¹þ Pois (λ (A))-ðîçïîäiëåíèõ
â.â.

2. N (A) ¹ ìiðîþ íà B (E) ì.í.
3. Äëÿ íåñóìiñíèõ ìíîæèí A1, . . . , An ∈ B (E) â.â. N (A1) , . . . , N (An)

íåçàëåæíi.

Âiäìiòèìî, ùî ÿêùî λ (A) = 0 àáî λ (A) =∞, òî âiäïîâiäíî ââàæà¹ìî,
ùî N (A) = 0 àáî N (A) =∞ ì.í.

Âïðàâà 2.35. Íåõàé ν ∼ Pois (20), λ > 0, {ξi}i∈N, {ηi}i∈N � íåçàëåæíi
ïîñëiäîâíîñòi íåçàëåæíèõ Unif [0, 1]-ðîçïîäiëåíèõ â.â., ÿêi íå çàëåæàòü âiä
â.â. ν. Ïîêàçàòè, ùî ciì'ÿ â.â. {N (A) , A ∈ B ([0, 1]× [0, 1])} âèçíà÷åíèõ ÿê

N (A, ω) =

ν(ω)∑
j=1

1{(ξj ,ηj)∈A} (ω) ,

âèçíà÷àþòü ìiðó Ïóàññîíà íà [0, 1]× [0, 1] ç iíòåíñèâíiñòþ λ (A) = 20` (A).

Ïðèêëàä (Ìîäåëþâàííÿ ìiðè Ïóàññîíà â îäèíè÷íîìó êâàäðàòi). Ïîïåðåäíÿ
âïðàâà äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè ñïîñiá îäåðæàííÿ ðåàëiçàöi¨ ìiðè Ïóàññîíà â
êâàäðàòi [0, 1]× [0, 1] (äèâ. ðèñ. 2.5. òà àëãîðèòì 5).

Òåîðåìà 2.16 (ïðî iñíóâàííÿ ìiðè Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ). Äëÿ
äîâiëüíî¨ ìiðè Ðàäîíà λ íà {E,B (E)} , E ⊂ Rd, iñíó¹ ìiðà Ïóàññîíà íà E ç
iíòåíñèâíiñòþ λ.

15ßê E ìîæíà âçÿòè äîâiëüíèé ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ïîëüñüêèé ïðîñòið (äèâ., íàïðèêëàä, Section 29.3
â Fristedt B.E., Gray L.F. A Modern Approach to Probability Theory. N.Y.: Springer, 1997).
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Ðèñ. 2.16. N (A) âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü òî÷îê, ùî ïîòðàïèëè ó îáëàñòü A ∈ B
(

[0, 1]
2
)

Àëãîðèòì 7 Ìîäåëþâàííÿ ìiðè Ïóàññîíà â êâàäðàòi

set.seed (112); require("plotrix");par(pty = "s")
nu<-rpois(1,lambda =20); xi<-runif(nu);eta <-runif(nu)
plot(xi,eta ,xlim=c(0,1),ylim=c(0,1),pch=3)
draw.circle (0.6, 0.4, 0.25,lty = 2); text (0.9,0.6,"A")

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî λ (E) <∞, òîäi ìiðà Q, âèçíà÷åíà ÿê

Q (A) =
λ (A)

λ (E)
,

¹ éìîâiðíiñíîþ íà {E,B (E)}. Çà òåîðåìîþ Ëîìíèöüêîãî-Óëàìà iñíó¹
éìîâiðíiñíèé ïðîñòið {Ω,F ,P}, íà ÿêîìó ìîæåìî çàäàòè íåçàëåæíi âèïàäêîâi
åëåìåíòè {ξk}k≥1 ç ðîçïîäiëîì Q òà íåçàëåæíó âiä íèõ â.â. N (E) ∼
Pois (λ (E)). Âèçíà÷èìî

N (A) =

N(E)∑
i=1

1{ξi∈A}, A ∈ B (E) .

Òîäi N âiäïîâiäà¹ îçíà÷åííþ ìiðè Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ. Äëÿ
äîâiëüíîãî A ∈ B (E): N (A) ¹ â.â ÿê ñóìiø â.â. i äëÿ ì.ó. ω ∈ Ω: N (·, ω)
¹ ìiðîþ íà B (E) ÿê ñóìà ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi àòîìàðíèõ ìið çîñåðåäæåíèõ
â òî÷êàõ ξi. Íåçàëåæíiñòü òà ïóàññîíîâiñòü âñòàíîâëþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî
ïðèêëàäó ïðî ãåíåðóâàííÿ òðà¹êòîðié ïðîöåñó Ïóàññîíà.

ßêùî λ (E) =∞, òî ïîäàìî

E = ∨i∈NEi : Ei ∈ B (E) , λ (Ei) <∞,

i ïîçíà÷èìî çâóæåííÿ ìiðè λ íà ïiäïðîñòið Ei ÷åðåç λi:

λi (A) = λ (A ∩ Ei) .
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Çà äîâåäåíèì âèùå äëÿ êîæíîãî i ∈ N iñíóþòü iìîâiðíiñíi ïðîñòîðè
{Ωi,Fi,Pi}, íà ÿêèõ âèçíà÷åíi ìiðè Ïóàññîíà Ni ç iíòåíñèâíîñòÿìè λi.
Âèçíà÷èìî {Ω,F ,P} ÿê {×i∈NΩi,⊗i∈NFi,×i∈NPi} i íà íüîìó çàäàìî

N (A, ω) =
∑
i∈N

Ni (A ∩ Ei, ωi) , A ∈ B (E) , ω = (ω1, ω2, . . .) ∈ Ω.

Âðàõîâóþ÷è, ùî çãîðòêà ðîçïîäiëiâ Ïóàññîíà ¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà, ìà¹ìî

N (A) ∼ Pois (λ (A)) .

Äëÿ äîâiëüíèõ íåñóìiñíèõ ìíîæèí A1, A2, . . . ∈ B (E):

N (∨k∈NAk) =
∑
i∈N

Ni (∨k∈NAk ∩ Ei) =
∑
i∈N

∑
k∈N

Ni (Ak ∩ Ei) =

=
∑
k∈N

∑
i∈N

Ni (Ak ∩ Ei) =
∑
k∈N

N (Ak) ,

òîáòî N (A) ¹ ìiðîþ íà B (E) ì.í. Îñêiëüêè äëÿ íåñóìiñíèõ ìíîæèí
A1, . . . , An ∈ B (E):

{
Ni (Ak ∩ Ei) , k = 1, n, i ∈ N

}
¹ ñèñòåìîþ íåçàëåæíèõ

â.â., ìà¹ìî âèêîíàíîþ äëÿ N (·) òàêîæ óìîâó íåçàëåæíîñòi çíà÷åíü íà
íåñóìiñíèõ ìíîæèíàõ.

Çàâäàííÿ 15. Íåõàé N (·) � ìiðà Ïóàññîíà íà {E,B (E) , λ}. Ïîêàçàòè, ùî

1. Äëÿ äîâiëüíèõ A ∈ B (E), N (· ∩ A) ¹ ìiðîþ Ïóàññîíà íà çâóæåíîìó
ïðîñòîði {E ∩ A,B (E) ∩ A, λ (· ∩ A)}.

2. Äëÿ äîâiëüíèõ íåñóìiñíèõ A,B ∈ B (E) ìiðè N (· ∩ A) òà N (· ∩B)
íåçàëåæíi.

3. Ì.í. íîñié (íàéìåíøà çàìêíåíà ìíîæèíà, íà ÿêié çîñåðåäæåíà ìiðà)
äëÿ N (·) çëi÷åííèé. ßêùî, äîäàòêîâî, λ ¹ ñêií÷åííîþ ìiðîþ, òî íîñié
ìiðè N (·) ì.í. ñêií÷åííèé.

4. ßêùî λ ìà¹ àòîì â {a} ∈ B (E), òîäi P {N ({a}) ≥ 1} > 0. Íàâïàêè,
ÿêùî λ íå ìà¹ àòîìiâ, òîäi P {N ({a}) = 0} = 1, ∀ {a} ∈ B (E).

Ïðèêëàä (ìiðà Ïóàññîíà àñîöiéîâàíà çi ñêëàäíèì ïðîöåñîì Ïóàññîíà).
Íåõàé {Nt,≥ 0} � ïðîñòèé ïðîöåñ Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ íåçàëåæíèé
âiä ïîñëiäîâíîñòi {ξk}k∈N íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ â.â. ç ôóíêöi¹þ
ðîçïîäiëó F (x). Ïîêàæåìî, ùî

N (A, ω) =
∞∑
k=1

1{(τk(ω),ξk(ω))∈A}
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Ðèñ. 2.17. Ìiðà Ïóàññîíà íà [0,∞)× (R\ {0})

âèçíà÷à¹ ìiðó Ïóàññîíà íà E = [0,∞) × (R\ {0}) ç âiäïîâiäíîþ σ-àëãåáðîþ
áîðåëåâèõ ìíîæèí.

Àíàëîãi÷íî ÿê ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ ìiðè Ïóàññîíà
ç iíòåíñèâíiñòþ λ îòðèìà¹ìî, ùî N (A, ·) ¹ â.â. ÿê çáiæíèé ðÿä â.â. òà N (·, ω)
¹ ì.í. ìiðîþ ÿê ñóìà àòîìàðíèõ ìið çîñåðåäæåíèõ â òî÷êàõ {(τk, ξk)}k∈N .
Ïîêàæåìî, ùî äëÿ íåñóìiñíèõ ïîäié A1, . . . , Am â.â. N (A1) , . . . , N (Am)
íåçàëåæíi ïóàññîíîâî ðîçïîäiëåíi.

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî Ai ∈ B ([0, n]) × B (R\ {0}), i = 1,m,
äëÿ äåÿêîãî n ∈ N (äèâ. ðèñ. 2.17.), i ðîçãëÿíåìî ñïiëüíèé ðîçïîäië äëÿ
N (A1) , . . . , N (Am):

P {N (A1) = k1, . . . , N (Am) = km} =

=
∞∑

k≥
∑m
i=1 ki

P {N (A1) = k1, . . . , N (Am) = km|Nn = k}P {Nn = k} .

Äëÿ ïðîñòîãî ïðîöåñó Ïóàññîíà (äèâ. çàâäàííÿ 12) ìà¹ìî, ùî

(τ1, . . . , τk) |Nn = k ∼
(
U(1), . . . , U(k)

)
,

äå
{
U(i)

}k
i=1

� ïîðÿäêîâi ñòàòèñòèêè äëÿ âèáiðêè ç ðîçïîäiëó Unif [0, n], òîäi,
âðàõîâóþ÷è íåçàëåæíiñòü {τk}k∈N òà {ξk}k∈N, àíàëîãi÷íî

{(τ1, ξ1) , . . . , (τk, ξk)} |Nn = k ∼
(
V(1), . . . , V(k)

)
,

äå
{
V(i)

}k
i=1

� âèáiðêà äâîâèìiðíèõ â.â. ç ðîçïîäiëó

PV (A) =

∫
A

1

n
dsdF (x) , A ∈ B ([0, n])× B (R\ {0}) ,

âïîðÿäêîâàíà çà ÷àñîì. Çîêðåìà,

N (A) |Nt = k ∼ Binom (k,PV (A)) .
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Ïîçíà÷èìî
A0 = ([0, n]× (R\ {0})) \ (∨mi=1Ai) ,

òîäi

(N (A1) , . . . , N (Am)) |Nn = k ∼Multinomial (k; (PV (A0) , . . . ,P (Am)))

òà

P {N (A1) = k1, . . . , N (Am) = km} =

=
∞∑

k≥
∑m
i=1 ki

k!

k1! . . . km! (k −
∑
ki)!

m∏
i=1

PkiV (Ai)P
k−
∑
ki

V (A0)×
(λn)k

k!
e−λn =

=
∞∑

k≥
∑m
i=1 ki

(λnPV (A0))
k−
∑
ki

(k −
∑
ki)!

m∏
i=1

(λnPV (Ai))
ki

ki!
e−λt =

m∏
i=1

(λi)
ki

ki!
e−λi,

äå λi = λnPV (Ai) = λ
∫
Ai
dsdF (x).

Äëÿ äîâiëüíèõ íåñóìiñíèõ Ai ∈ B (R+) × B (R\ {0}), i = 1,m,
ðîçãëÿíåìî íåñóìiñíi

Bn
i = Ai ∩ ([n− 1, n)× (R\ {0})) ∈ B ([0, n])× B (R\ {0}) , n ∈ N.

Îñêiëüêè
{
N (Bn

i ) , i = 1,m
}
n∈N � ñiì'ÿ íåçàëåæíèõ ïóàññîíîâî ðîçïîäiëåíèõ,

îòðèìà¹ìî, ùî i
{
N (Ai) =

∑
n∈NN (Bn

i ) , i = 1,m
}

� ñiì'ÿ íåçàëåæíèõ
ïóàññîíîâî ðîçïîäiëåíèõ â.â., ÿê ñóìà íåçàëåæíèõ ïóàññîíîâî ðîçïîäiëåíèõ.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Çíàéòè ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè ïðîöåñó Ïóàññîíà.

2. Íåõàé {Nt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ λ. Çíàéòè
P {Nt ¹ ïàðíèì} òà P {Nt ¹ íåïàðíèì}.

3. Íåõàé {Nt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ i {τk} � ìîìåíòè
ñòðèáêiâ. Çíàéòè óìîâíèé ðîçïîäië äëÿ τ1|N1 ≥ k, k ∈ N.

4. Íåõàé {N1,2 (t) , t ≥ 0} � äâà íåçàëåæíi ïðîöåñè Ïóàññîíà ç
iíòåíñèâíîñòÿìè λ1 òà λ2 âiäïîâiäíî. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî
äâîâèìiðíèé ïðîöåñ Nt = (N1 (t) , N2 (t)) ïåðåòíå ïðÿìó x + y = 10 â
äåÿêié çàäàíié òî÷öi.

5. Íåõàé {τk}k∈N � ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê ïîäié, ïðè÷îìó â.â. τk − τk−1

íåçàëåæíi Unif [0, T ]-ðîçïîäiëåíi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç νt âiäïîâiäíèé
ëi÷èëüíèé ïðîöåñ. Çíàéòè P {νt ≥ 5} .
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3.ÏÐÎÖÅÑ ÂIÍÅÐÀ

Ïðèïóñòèìî, ùî ìà¹ìî äîñòàòíüî âåëèêèé êîíòåéíåð ïîâíiñòþ
çàïîâíåíèé îäíîðiäíîþ ðiäèíîþ, â ÿêîìó çíàõîäèòüñÿ ìàëåíüêà ÷àñòèíêà, ùî
ðóõà¹òüñÿ ïiä âïëèâîì ìîëåêóë ðiäèíè. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî â ïî÷àòêîâèé
ìîìåíò ÷àñòèíêà ìà¹ êîîðäèíàòè (0, 0, 0) i â ìîìåíò ÷àñó t çíàõîäèòüñÿ â
òî÷öi êîíòåéíåðà (xt, yt, zt) (äèâ. ðèñ. 3.1.). ßêùî ìîëåêóëè ðiäèíè íå ìàþòü

Ðèñ. 3.1. Òðà¹êòîðiÿ ïðîöåñó Âiíåðà â ïðîñòîði

íàïðàâëåíîãî ðóõó, ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî êîîðäèíàòè xt, yt òà zt íåçàëåæíi
â.â., ÿêi ìàþòü îäíàêîâèé ðîçïîäië. Òîìó ìîæåìî ñêîíöåíòðóâàòèñü ëèøå íà
êîîðäèíàòi xt.

Ðîçiá'¹ìî âiäðiçîê ÷àñó (0, t) íà ïðîìiæêè äîâæèíîþ h i ïîçíà÷èìî
çìiíó êîîðäèíàòè íà âiäïîâiäíîìó ïðîìiæêó ðîçáèòòÿ ÿê ∆xi, òîäi äëÿ
äîñòàòíüî ìàëîãî h ðîçïîäië êîîðäèíàòè xt áóäå �áëèçüêèé� äî ðîçïîäiëó
âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ

∑
i ∆xi. Ââàæàòèìåìî, ùî {∆xi}i∈N � íåçàëåæíi â.â. ç

òàêèì ðîçïîäiëîì

(
−δ δ

1
2

1
2

)
, äå δ = o

(√
h
)
, çà óìîâè h→ 0 (äèâ. ðèñ. 3.2.).

Òîäi çà öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ âèïàäêîâå áëóêàííÿ àñèìïòîòè÷íî

Ðèñ. 3.2. Çìiíà êîîðäèíàòè xt
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Àëãîðèòì 8 Ìîäåëþâàííÿ òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó Wt

set.seed (112)
n<-5000; t<-3;
bm<-c(0, cumsum(rnorm(n,0,sqrt(t/n))))
steps <-seq(0,t,length=n+1)
plot(steps ,bm,type="l"); grid ();

áóäå ìàòè íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè 0 òà t. Â öüîìó âèïàäêó
ãîâîðÿòü, ùî ïîâåäiíêà êîîðäèíàò ÷àñòèíêè ìîæå áóòè îïèñàíà çà äîïîìîãîþ
ïðîöåñó Âiíåðà.

3.1.Îçíà÷åííÿ òà ïîâåäiíêà òðà¹êòîðié

Âèçíà÷åííÿ. (Ïåðøå âèçíà÷åííÿ ïðîöåñó Âiíåðà) Äiéñíèé â.ï. {Wt, t ≥ 0}
íàçèâàþòü (ñòàíäàðòíèì) ïðîöåñîì Âiíåðà, ÿêùî

1. W0 = 0 ì.í.;

2. Wt ìà¹ íåçàëåæíi ïðèðîñòè;

3. Wt −Ws ∼ N (0, t− s), 0 ≤ s < t.

Ðîçãëÿíåìî õ.ô. ïðèðîñòiâ

Eeıα(Wt−Ws) = e−
α2

2 (t−s) = e−
α2

2 (t−u)e−
α2

2 (u−s) = Eeıα(Wt−Wu)Eeıα(Wu−Ws),

òîáòî âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè
ïðèðîñòàìè çà çàäàíîãî ðîçïîäiëó ïðèðîñòó i çíà÷èòü äàíå îçíà÷åííÿ
êîðåêòíå. Áiëüø òîãî, ðàíiøå áóëî âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ ïðîöåñó Wt iñíó¹
íåïåðåðâíà ìîäèôiêàöiÿ i â ïîäàëüøîìó ðîçãëÿäàòèìåìî ñàìå ¨¨.

Ïðèêëàä (Ìîäåëþâàííÿ òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó Âiíåðà). Çà îçíà÷åííÿì ïðîöåñó
Âiíåðà

Wt+s −Wt ∼
√
sζ, s, t > 0,

äå â.â. ζ ∼ N (0, 1) íå çàëåæèòü âiä Wt = Wt − W0. Çâiäêè, äëÿ çíà÷åíü
ïðîöåñó â äåÿêèõ òî÷êàõ 0 = t0 < t1 < . . . < tn ìà¹ìî òàêå ïîäàííÿ

Wti = Wti−1 +
√
ti − ti−1ζi, i = 1, n,

äå
{
ζi, i = 1, n

}
� íåçàëåæíi N (0, 1) ðîçïîäiëåíi â.â. Âiäïîâiäíî, ùîá

ïîáóäóâàòè íàáëèæåííÿ òðà¹êòîði¨ íà ðiâíîìiðíîìó ðîçáèòòi
{
Ti
n , i = 0, n

}
âiäðiçêà [0, T ], ìîæåìî âèêîðèñòàòè çíà÷åííÿ

√
T
n

∑i
k=1 ζk, i = 1, n, ç'¹äíóþ÷è

¨õ ïðÿìèìè (äèâ. ðèñ. 3.3. òà àëãîðèòì 8).

Õî÷à òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó íåïåðåðâíi âåäóòü âîíè ñåáå íàäçâè÷àéíî
íåðåãóëÿðíî.
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Ðèñ. 3.3. Çãåíåðîâàíà òðà¹êòîðiÿ Wt íà [0, 3]

Òåîðåìà 3.1 (ïðî íåäèôåðåíöiéîâíiñòü òðà¹êòîðié ïðîöåñó Âiíåðà). Íåõàé
{Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà, òîäi äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 ì.í. òðà¹êòîðiÿ
ïðîöåñó íåäèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi t.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äåÿêó òî÷êó t ≥ 0 i ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ïîäiÿ A ∈ F
íåíóëüîâî¨ ìiðè, òàêà ùî äëÿ ω ∈ A òðà¹êòîðiÿ Ws (ω) ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ
â s = t. Âíàñëiäîê ñòàöiîíàðíîñòi ïðèðîñòiâ äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê
t = 0. Òîáòî çà çðîáëåíèì ïðèïóùåííÿì ìà¹ìî, ùî äëÿ ω ∈ A iñíó¹

lim
t↓0

Wt −W0

t
= W ′

0.

Òîäi ìà¹ iñíóâàòè

lim
k→∞

W2−k+1 −W2−k

2−k
= lim

k→∞

(
2
W2−k+1

2−k+1
− W2−k

2−k

)
= 2W ′

0 −W ′
0 = W ′

0.

Ïîêàæåìî, ùî iñíóâàííÿ öi¹¨ ãðàíèöi íå ìîæëèâà.
Ðîçãëÿíåìî ïîäi¨

Ak =
{
W2−k+1 −W2−k >

√
2−k
}
.

Îñêiëüêè öi ïîäi¨ äëÿ ðiçíèõ iíäåêñiâ k 6= l âèçíà÷åíi ïðèðîñòàìè ïðîöåñó íà
íåñóìiñíèõ ïðîìiæêàõ, ìà¹ìî ùî öi ïîäi¨ íåçàëåæíi. Êðiì òîãî, âðàõîâóþ÷è,
ùî ïðèðîñòè ìàþòü íîðìàëüíèé ðîçïîäië âèâîäèìî

P (Ak) = P
{
W2−k+1 −W2−k >

√
2−k
}

=

∫ ∞
2−k/2

(
2π2−k

)−1/2
e−

u2

2·2−k du.

Çðîáèâøè çàìiíó u
2−k/2

= t, îäåðæèìî

P (Ak) =

∫ ∞
1

1√
2π
e−

t2

2 dt = p > 0.
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Çâiäñè ìà¹ìî, ùî
∑

k P (Ak) =∞ i âíàñëiäîê ëåìè Áîðåëÿ-Êàíòåëi îòðèìà¹ìî

P
(
limkAk

)
= P (∩n≥1 ∪k≥n Ak) = 1.

Òîáòî, ì.í. âiäáóâà¹òüñÿ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ïîäié{
W2−k+1 −W2−k

2−k
>

1√
2−k

}
i çíà÷èòü,

P

{
lim

W2−k+1 −W2−k

2−k
=∞

}
= 1

àíàëîãi÷íî

P

{
lim

W2−k+1 −W2−k

2−k
= −∞

}
= 1.

Îòæå, ì.í. íå iñíó¹ limk→∞
W2−k+1−W2−k

2−k
i âiäïîâiäíî íå iñíó¹ W ′

0.

Çàóâàæèìî, ùî ìà¹ ìiñöå áiëüø ñèëüíèé ðåçóëüòàò: ç iìîâiðíiñòþ 1
òðà¹êòîðiÿ ïðîöåñó Âiíåðà íåäèôåðåíöiéîâíà â æîäíié ôiêñîâàíié òî÷öi16.

Çàñòîñîâóþ÷è àíàëîãiþ iç ñèìåòðè÷íèì âèïàäêîâèì áëóêàííÿì ìà¹ìî,
ùî

P
{

limWt =∞
}

= P {limWt = −∞} = 1.

Êðiì òîãî, ç Wt ∼ N (0, t) äëÿ äîâiëüíîãî x > 0 ìà¹ìî, ùî

P {Wt > x} =

∫ ∞
x√
t

1√
2π
e−u

2/2du,

çîêðåìà,

P
{
|Wt| ≤ 3

√
t
}
≈ 0.997.

Òîáòî �iñòîòíèé� âèõiä òðà¹êòîði¨ Wt çà ìåæi ±3
√
t ìàëîéìîâiðíèé (äèâ.

ðèñ. 3.4.). Âiäìiòèìî, ùî öåé ðåçóëüòàò ìîæíà óòî÷íèòè17.

Òåîðåìà 3.2 (ïðî çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà). ßêùî {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ
Âiíåðà, òî

P

{
limt→∞

Wt√
2t ln ln t

= 1

}
= P

{
limt→∞

Wt√
2t ln ln t

= −1

}
= 1.

16Äèâ., íàïðèêëàä, Theorem 4.3 â Mishura Y., Shevchenko G. Theory and Statistical Applications of
Stochastic Processes. � London: ISTE Ltd, 2017.

17Äèâ., íàïðèêëàä, Ãëàâà 18, �3, Òåîðåìà 5 â Áîðîâêîâ À.À. Òåîðèÿ âåðîñòíîñòåé. Ì.: Ýäèòîðèàë ÓÐÑÑ,
1999.
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Wt

t

3
√
t

−3
√
t

Ðèñ. 3.4. Ïîâåäiíêà òðà¹êòîðié ïðîöåñó Âiíåðà

Ðèñ. 3.5. Óòî÷íåíà ïîâåäiíêà òðà¹êòîðié

Ðiâíiñòü

P

{
limt→∞

Wt√
2t ln ln t

= 1

}
= 1

ìîæíà ïðîiíòåðïðåòóâàòè ÿê: äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0 òà
ïîñëiäîâíîñòi tn ↑ ∞ ìà¹ ìiñöå ñêií÷åííà êiëüêiñòü ïîäié{

sup
s≥tn

(
Ws − (1 + ε)

√
2s ln ln s

)
> 0

}
òà íåñêií÷åííà êiëüêiñòü (äèâ. ðèñ. 3.5. òà àëãîðèòì 9).{

sup
s≥tn

(
Ws − (1− ε)

√
2s ln ln s

)
> 0

}
.

Âèçíà÷åííÿ. (Äðóãå âèçíà÷åííÿ ïðîöåñó Âiíåðà). Ïðîöåñ {Wt, t ≥ 0}
íàçèâàþòü ïðîöåñîì Âiíåðà, ÿêùî âií ¹ ïðîöåñîì Ãàóññà ç ôóíêöi¹þ ñåðåäíiõ
mt = 0 òà êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ γts = t ∧ s.
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Àëãîðèòì 9 Àñèìïòîòè÷íi ìåæi ïîäâiéíîãî ëîãàðèôìó

N<-4000
e<-0.1
t1<-(N/2):N
t0<-0:N
lnln_up<-(1+e)*sqrt(2*t1*log(log(t1)))
lnln_down <-(1-e)*sqrt(2*t1*log(log(t1)))
ymax <-max(lnln_up)+1
ymin <--ymax
wiener1 <-cumsum(rnorm(N+1))
plot(t0,wiener1 ,type="l")
abline(h=0)
plot(t0,wiener1 ,type="l",

ylim=c(ymin ,ymax),col="gray")
points(t1,lnln_up ,type="l")
points(t1,lnln_down ,type="l")
points(t1,-lnln_up ,type="l")
points(t1,-lnln_down ,type="l")
for(i in 1:30){

points(cumsum(rnorm(N+1)), type="l",col="gray")
}

Òåîðåìà 3.3 (ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ïåðøîãî òà äðóãîãî âèçíà÷åíü ïðîöåñó
Âiíåðà). Ïåðøå òà äðóãå âèçíà÷åííÿ ïðîöåñó Âiíåðà åêâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà çà ïåðøèì âèçíà÷åííÿì, òîäi
EWt = 0 òà äëÿ s < t:

cov (Wt,Ws) = cov (Wt −Ws,Ws) + cov (Ws,Ws) = 0 + DWs = s,

àíàëîãi÷íî, äëÿ s > t: cov (Wt,Ws) = t. Äëÿ äîâiëüíèõ 0 = t0 < t1 < . . . < tn
ìà¹ìî 

Wt0

Wt1
...

Wtn

 =


1 0 . . . 0

1 1 . . . ...
... ... . . . 0
1 1 . . . 1




Wt0

Wt1 −Wt0
...

Wtn −Wtn−1

 .

Òîáòî âåêòîð (Wt0, . . . ,Wtn) ¹ ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðà ç íåçàëåæíèìè
íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèìè êîìïîíåíòàìè, à çíà÷èòü ¹ íîðìàëüíèé. À îòæå,
Wt � ïðîöåñ Ãàóññà.

Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà çà äðóãèì âèçíà÷åííÿì. Ç óìîâ öüîãî
âèçíà÷åííÿ ìà¹ìî, ùî EW0 = 0 òà DW0 = 0, çâiäêè W0 = 0 ì.í. Ç ïîäàííÿ
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âåêòîðà ïðèðîñòiâ
Wt0

Wt1 −Wt0
...

Wtn −Wtn−1

 =


1 0 . . . 0

−1 1 . . . ...
... . . . . . . 0
0 . . . −1 1



Wt0

Wt1
...

Wtn


ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî âií ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië i äëÿ íåçàëåæíîñòi
ïðèðîñòiâ äîñòàòíüî âñòàíîâèòè ¨õ íåêîðåëüîâàíiñòü. Äëÿ k 6= m ðîçãëÿíåìî

cov
(
Wtk+1

−Wtk,Wtm+1
−Wtm

)
=

= tk+1 ∧ tm+1 − tk ∧ tm+1 − tk+1 ∧ tm + tk ∧ tm = 0.

Òîáòî, êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ äëÿ {∆Wtk}
n−1
k=0 ¹ äiàãîíàëüíîþ, à îòæå, ïðîöåñ

Wt ìà¹ íåçàëåæíi ïðèðîñòè. Êðiì òîãî, ïðèðiñò Wt − Ws, t > s, ìà¹
íîðìàëüíèé ðîçïîäië ÿê åëåìåíò íîðìàëüíîãî âåêòîðà òà E (Wt −Ws) = 0,

D (Wt −Ws) = cov (Wt −Ws,Wt −Ws) = t ∧ t− t ∧ s− s ∧ t+ s ∧ s = t− s.

Îòæå, Wt −Ws ∼ N (0, t− s).

Ïðèêëàä (ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè ïðîöåñó Âiíåðà). Çàñòîñîâóþ÷è äðóãå
âèçíà÷åííÿ ïðîöåñó Âiíåðà, îòðèìà¹ìî ñïiëüíó ùiëüíiñòü äëÿ {Wt1, . . . ,Wtn},
0 < t1 < . . . < tn.

Îñêiëüêè

X = (Wt1, . . . ,Wtn)
> ∼ N (0,Σ) ,Σ = ‖ti ∧ tj‖,

îòðèìà¹ìî, ùî ñïiëüíà ùiëüíiñòü ìà¹ âèãëÿä

fX (x) =
1√

(2π)n |Σ|
exp

{
−1

2
x>Σ−1x

}
.

Âðàõîâóþ÷è çîáðàæåííÿ âåêòîðà X ÿê ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ AY ç ìàòðèöåþ
ïåðåòâîðåííÿ

A =


1 0 . . . 0

1 1 . . . ...
... ... . . . 0
1 1 . . . 1


âåêòîðà ïîñëiäîâíèõ ïðèðîñòiâ

Y =
(
Wt0,Wt1 −Wt0, . . . ,Wtn −Wtn−1

)>
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(äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ïåðøîãî òà äðóãîãî âèçíà÷åíü
ïðîöåñó Âiíåðà), ÿêèé ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ñåðåäíiì 0 òà êîâàðiàöiéíîþ
ìàòðèöåþ

D =

 t1 − t0 . . . 0
... . . . ...
0 . . . tn − tn−1

 ,

ìà¹ìî ùî Σ = ADA> òà Σ−1 =
(
A−1

)>
D−1A−1. Çâiäêè

x>Σ−1x =
(
A−1x

)>
D−1

(
A−1x

)
=

n∑
i=1

(xi − xi−1)
2

ti − ti−1
,

äå x0 = 0 = t0. Êðiì òîãî,

|Σ| =
∣∣A>∣∣ |D| |A| = |D| = n∏

i=1

(ti − ti−1) .

Îòæå,

fX (x) =
n∏
i=1

1√
2π (ti − ti−1)

exp

{
−1

2

(xi − xi−1)
2

ti − ti−1

}
.

Òåîðåìà 3.4 (ïðî ïåðåòâîðåííÿ ïðîöåñó Âiíåðà). Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ
Âiíåðà, òîäi òàêi ïðîöåñè òàêîæ ¹ ïðîöåñàìè Âiíåðà:

1) {−Wt, t ≥ 0} (ñèìåòðiÿ);
2)
{

1√
c
Wct, t ≥ 0

}
(çìiíà øêàëè);

3) {Wt+a −Wa, t ≥ 0}, a > 0 (ïåðåçàïóñê);
4) {Ws−t −Ws, t ∈ [0, s]}, s > 0 (ðåòðîñïåêòèâà);

5)
{
W̄t = tW 1

t
, t > 0, W̄0 = 0

}
(çâîðîòíiñòü).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ëèøå âèïàäîê 5), äîâåäåííÿ iíøèõ ïðîïîíó¹òüñÿ ÿê
âïðàâà. Çàçíà÷èìî W̄t âèçíà÷åíèé ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì ïðîöåñó Ãàóññà
ïðè öüîìó EW̄t = 0 òà cov

(
W̄t, W̄s

)
= t ∧ s. Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî

íåïåðåðâíiñòü â íóëi çáåðiãà¹òüñÿ. Òîáòî, ùî limt↓0 tW 1
t

= 0 àáî, ùî òåæ ñàìå,

ùî limt↑∞
Wt

t = 0 ì.í.
ßêùî n ≥ 0: n < t ≤ n+ 1, òî∣∣∣∣1tWt

∣∣∣∣ ≤ 1

n
|Wt| ≤

1

n
|Wt −Wn|+

1

n
|Wn| ≤

1

n
|Wn|+ sup

0≤s≤1

|Wn+s −Wn|
n

.

Çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë ïåðøèé äîäàíîê Wn

n → 0 ì.í., îñêiëüêè
Wn ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó íåçàëåæíèõ êîïié W1 òà EW1 = 0.

Äëÿ äðóãîãî äîäàíêó çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü Êîëìîãîðîâà:
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Wt

t

−Wt

t

1√
2
W2t

Wt

t
a

Wt+a −Wa
Wt

t

s

Ws−t −Ws
Wt

Ðèñ. 3.6. Ïåðåòâîðåííÿ ïðîöåñó Âiíåðà

P

{
sup
s∈[0,1]

|Wn+s −Wn|
n

> ε

}
= P

{
sup

s∈[0,1]∩Q

|Wn+s −Wn|
n

> ε

}
≤

≤ 1

ε2
D

(
Wn+1 −Wn

n

)
=

1

n2ε2
,∀ε > 0.

Âðàõîâóþ÷è çáiæíiñòü ðÿäó
∑∞

n=1
1
n2 , çà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëi âèâîäèìî, ùî

i äðóãèé äîäàíîê ì.í. ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Âëàñòèâiñòü çâîðîòíîñòi ïîêàçó¹, ùî çíàííÿ ïîâåäiíêè ïðîöåñó íà
íåñêií÷åííîñòi äîçâîëÿ¹ îõàðàêòåðèçóâàòè ïîâåäiíêó áiëÿ 0. Íàïðèêëàä, ç
òåîðåìè ïðî çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà ìîæåìî áåçïîñåðåäíüî âèâåñòè
ëîêàëüíèé çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìó:

P

limt→0
Wt√

2t ln ln 1
t

= 1

 = P

limt→0

Wt√
2t ln ln 1

t

= −1

 = 1.

Âëàñòèâiñòü çìiíè øêàëè (äèâ. ðèñ. 3.6.) íàçèâàþòü òàêîæ âëàñòèâiñòþ
ñàìîïîäiáíiñòþ (àáî ôðàêòàëüíiñòþ).
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Ïðèêëàä (ìîìåíò âèõîäó çi ñìóãè). Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà òà
äëÿ a < 0 < b ïîçíà÷èìî

τ(a,b) = inf {t ≥ 0 : Wt = a àáî Wt = b}

� ìîìåíò ïåðøîãî âèõîäó ç iíòåðâàëó (a, b). Ïîêàæåìî, ùî ðîçïîäië ïðîöåñó
â ìîìåíò âèõîäó çàëåæèòü ëèøå âiä âiäíîøåííÿ b

a .
Ïîçíà÷èìî

Xt =
1

|a|
Wa2t,

òîäi

τ(a,b) = inf {t ≥ 0 : Wt = a àáî Wt = b} =

= inf

{
a2 t

a2
≥ 0 :

1

|a|
Wa2 t

a2
= −1 àáî

1

|a|
Wa2 t

a2
=

b

|a|

}
=

= inf

{
a2s ≥ 0 :

1

|a|
Wa2s = −1 àáî

1

|a|
Wa2s =

b

|a|

}
=

= a2 inf

{
s ≥ 0 : Xs = −1 àáî Xs =

b

|a|

}
,

òîáòî τ(a,b) ∼ a2τ(−1,| ba|), çîêðåìà τ(−b,b) ∼ b2τ(−1,1). Îòæå, îòðèìà¹ìî

P
{
Wτ(a,b) = a

}
= P

{
Wτ

(−1,| ba|)
= −1

}
òà

P
{
Wτ(a,b) = b

}
= P

{
Wτ

(−1,| ba|)
=

∣∣∣∣ ba
∣∣∣∣} .

Ïðèêëàä (ðîçïîäië ìèíóëèõ çíà÷åíü ïðîöåñó Âiíåðà çà ôiêñîâàíèõ
ìàéáóòíiõ). Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà. Äëÿ 0 < s < t òà x ∈ R
çíàéäåìî óìîâíèé ðîçïîäië Ws çà óìîâè Wt = x.

Çàñòîñîâóþ÷è âëàñòèâiñòü çâîðîòíîñòi ìà¹ìî òàêèé ëàíöþã ðiâíîñòåé

P {Ws < y|Wt = x} = P
{
sW̃ 1

s
< y|tW̃ 1

t
= x

}
= P

{
W̃ 1

s
<
y

s
|W̃ 1

t
=
x

t

}
=

= P
{
W̃ 1

s
− W̃ 1

t
+ W̃ 1

t
<
y

s
|W̃ 1

t
=
x

t

}
= P

{
W̃ 1

s
− W̃ 1

t
+
x

t
<
y

s

}
=

= P
{
s
(
W̃ 1

s
− W̃ 1

t

)
+
sx

t
< y
}
.

Òîáòî óìîâíèé ðîçïîäië çáiãà¹òüñÿ ç ðîçïîäiëîì â.â. s
(
W 1

s
−W 1

t

)
+ sx

t , ÿêèé

¹ íîðìàëüíèé ç ñåðåäíiì sx
t òà äèñïåðñi¹þ s2

(
1
s −

1
t

)
= s

(
1− s

t

)
. Îòæå,

Ws|Wt = x ∼ N
(sx
t
, s
(

1− s

t

))
.
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Âàðiàöiÿ ïðîöåñó Âiíåðà

Íåõàé ìà¹ìî âiäîáðàæåííÿ f : R+ → R, îáåðåìî äîâiëüíå t ∈ R+ òà
ïîáóäó¹ìî ðîçáèòòÿ Dn = {tk}nk=0 äëÿ [0, t]: 0 = t0 < t1 < . . . < tn = t.
Ïîçíà÷èìî

δn = max
1≤k≤n

|tk − tk−1|

òà

V (p)
n (f)t =

n∑
k=1

|f (tk)− f (tk−1)|p , p > 0.

Âèçíà÷åííÿ. ×èñëî
varp (f)t = lim

δn→0
V (p)
n (f)t

íàçèâàþòü âàðiàöi¹þ ôóíêöi¨ f íà [0, t] âçäîâæ ïîñëiäîâíîãî ðîçáèòòÿ.
Ïîâíîþ âàðiàöi¹þ ïîðÿäêó p íàçèâàþòü

V ARp (f)t = sup
{
V (p)
n (f)t , Dn − äåÿêå ðîçáèòòÿ [0, t] , n ∈ N

}
.

Ïîâíà âàðiàöiÿ iñíó¹ çàâæäè, à ÿêùî iñíó¹ i âàðiàöiÿ âçäîâæ
ïîñëiäîâíîãî ðîçáèòòÿ, òî ìà¹ìî

varp (f)t ≤ V ARp (f)t .

Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî äëÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ âàðiàöiþ ìîæíà øóêàòè ëèøå
äëÿ ðîçáèòòÿ ðàöiîíàëüíèìè òî÷êàìè.

Òåîðåìà 3.5 (ïðî êâàäðàòè÷íó âàðiàöiþWt â L2). Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ
Âiíåðà, Dn � ïîñëiäîâíå ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [0, t]: δn → 0, òîäi

E
(
V (2)
n (W )t − t

)2

→
n→∞

0.

Äîâåäåííÿ. Ç ðiâíîñòi

E
(
V (2)
n (W )t

)
= E

n∑
k=1

∣∣Wtk −Wtk−1

∣∣2 =
n∑
k=1

(tk − tk−1) = t

ìà¹ìî, ùî

E
(
V (2)
n (W )t − t

)2

= DV (2)
n (W )t =

∑
D(Wtk −Wtk−1)

2 =

=
n∑
k=1

(tk − tk−1)
2D

(
Wtk −Wtk−1√
tk − tk−1

)2

=

= DW 2
1

n∑
k=1

(tk − tk−1)
2 ≤ DW 2

1 tδn → 0, n→∞.
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Òåîðåìà 3.6 (ïðî ïîâíó âàðiàöiþ Wt ïîðÿäêó p < 2). Íåõàé {Wt, t ≥ 0} �
ïðîöåñ Âiíåðà, òîäi äëÿ p < 2

V ARp (W )t =∞ ì.í.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî p = 2− ε äëÿ äåÿêîãî ε > 0, òîäi

V (2)
n (W )t =

n∑
k=1

(Wtk −Wtk−1)
2 =

n∑
k=1

∣∣Wtk −Wtk−1

∣∣2−ε+ε ≤
≤ max

1≤k≤n

∣∣Wtk −Wtk−1

∣∣ε × n∑
k=1

∣∣Wtk −Wtk−1

∣∣2−ε =

= max
1≤k≤n

∣∣Wtk −Wtk−1

∣∣ε × V (p)
n (W )t ≤

≤ max
1≤k≤n

∣∣Wtk −Wtk−1

∣∣ε V ARp (W )t .

Ïîñëiäîâíiñòü â.â. V (2)
n (W )t çáiãà¹òüñÿ ÿê ìiíiìóì äëÿ äåÿêî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi

äî t ì.í. Îñêiëüêè òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó íåïåðåðâíi (ðiâíîìiðíî) íà [0, t], ìà¹ìî

lim
δn→0

max
1≤k≤n

∣∣Wtk −Wtk−1

∣∣ε = 0.

Çâiäêè V ARp (W )t =∞ ì.í.

Âiäìiòèìî, ùî ÿêùî ïîñëiäîâíi ðîçáèòòÿ âiäðiçêó [0, t] ¹ âêëàäåíèìè:
Dn ⊂ Dn+1 (àáî ÿêùî

∑
n∈N δn < ∞), òî var2 (W )t = t ì.í. Êðiì òîãî,

V AR2 (W )t =∞ ì.í.18 (çà ðàõóíîê ìîæëèâîñòi ïîáóäîâè ðîçáèòòÿ çàëåæíîãî
âiä ω).

Çàçíà÷åíi âëàñòèâîñòi òðà¹êòîðié õàðàêòåðèçóþòü ðóõ ÷àñòèíêè â
ðiäèíi, äëÿ ÿêî¨ â êîæåí ìîìåíò ÷àñó íå iñíó¹ ìèòò¹âî¨ øâèäêîñòi, à òàêîæ ÿêà
çà ñêií÷åííèé ÷àñ ïðîõîäèòü íåñêií÷åííó âiäñòàíü. Òîáòî ïðîöåñ Âiíåðà ÿê
ìîäåëü õàîòè÷íîãî ðóõó ÷àñòèíêè ¹ íå çîâñiì âiäïîâiäíèì. Îäèí iç ñïîñîáiâ
ðîçâ'ÿçàòè ïðîáëåìó � ìîäåëþâàòè øâèäêiñòü áåçïîñåðåäíüî çà äîïîìîãîþ
ïðîöåñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà (ïðîöåñó Ãàóññà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ
γst = σ2e−α|t−s|, α > 0, ÿêèé ¹ ñòàöiîíàðíèé ìàðêîâñüêié i íåïåðåðâíèé çà
éìîâiðíiñòþ):

Xt = m
(
1− e−γt

)
+ σe−γtW e2γt−1

2γ

+X0e
−γt, t ≥ 0.

Àïðîêñèìàöiÿ âèïàäêîâèì áëóêàííÿì

Ïîêàæåìî, ùî ïðîöåñ Âiíåðà {Wt, t ∈ [0, T ]} ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
ãðàíèöþ äåÿêîãî âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ. Äëÿ ïðîñòè ïîçíà÷åíü ïðèïóñòèìî,
ùî T = 1.

18Äèâ., íàïðèêëàä, Theorem 1.35 â Morters P., Peres Y. Brownian Motion. Cambridge: CUP, 2010.
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ξnt

t

2√
n
1√
n

− 1√
n

11

n

2

n

3

n

Ðèñ. 3.7. Àïðîêñèìóâàëüíèé ïðîöåñ

Ðîçiá'¹ìî ïðîìiæîê [0, 1] òî÷êàìè tk = k
n , k = 0, n, i ðîçãëÿíåìî

ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ â.â. {ηnk}nk=1:

ηnk ∼
(
−1 1
1/2 1/2

)
.

Öi â.â. âèçíà÷àþòü âèïàäêîâå áëóêàííÿ

Sn =
n∑
k=1

ηnk , S0 = 0.

Âèçíà÷èìî ïðîöåñ ξnt òàê: â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò éîãî çíà÷åííÿ 0, ÿêå ëiíiéíî
ïðÿìó¹ äî ðiâíÿ 1√

n
S1 â ìîìåíò 1

n , ïîòiì ëiíiéíî çìiíþ¹òüñÿ íà ïðîìiæêó[
1
n ,

2
n

]
äî çíà÷åííÿ 1√

n
S2, . . . (äëÿ T 6= 1 ÿê ðîçáèòòÿ ìîæíà óçÿòè tnk = T

nk, à

êîåôiöi¹íò øêàëè ðiâíèì
√

T
n ). Òîáòî ìà¹ìî òàêå ïîäàííÿ (äèâ. ðèñ. 3.7.).

ξnt =
1√
n

(
S[nt] + (nt− [nt]) ηn[nt]+1

)
, t ∈ [0, 1] .

Ëåìà 3.1 (ïðî àñèìïòîòè÷íó �ãàóñcîâiñòü� ξnt ). Âåêòîð
(
ξnt1, . . . , ξ

n
tk

)
äëÿ

äîâiëüíèõ 0 ≤ t1 < . . . < tk ≤ 1 ¹ àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíèì ç ñåðåäíiì 0
òà êîâàðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ

∑
= ‖ti ∧ tj‖ki,j=1.

Äîâåäåííÿ. Ïðîàíàëiçó¹ìî âiäïîâiäíi õ.ô., îáìåæèâøèñü äëÿ ïðîñòîòè
çàïèñó ëèøå âèïàäêîì k = 2:

Eeıα1ξ
n
t1

+ıα2ξ
n
t2 .

Ðîçïèøåìî

α1ξ
n
t1

+ α2ξ
n
t2

= α1

S[nt1]√
n

+ α1 (nt1 − [nt1])
ηn[nt1]+1√

n
+

+ α2

S[nt2]√
n

+ α2 (nt2 − [nt2])
ηn[nt2]+1√

n
.
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Äîáàâèìî i âiäíiìåìî S[nt1] âiä S[nt2], òîäi, âðàõîâóþ÷è ùî

S[nt1]+1 = S[nt1] + ηn[nt1]+1,

ìà¹ìî

α1ξ
n
t1

+ α2ξ
n
t2

= (α1 + α2)
S[nt1]√
n

+ (α1 (nt1 − [nt1]) + α2)
ηn[nt1]+1√

n
+

+ α2

S[nt2] − S[nt1]+1√
n

+ α2 (nt2 − [nt2])
ηn[nt2]+1√

n
.

Îñêiëüêè

S[nt2] − S[nt1]+1 =

[nt2]∑
k=[nt1]+2

ηnk ,

óñi äîäàíêè îòðèìàíî¨ ñóìè ¹ íåçàëåæíèìè, i çíà÷èòü Eeıα1ξ
n
t1

+ıα2ξ
n
t2 ìîæíà

çàïèñàòè ÿê äîáóòîê âiäïîâiäíèõ õ.ô.
Çà äîñòàòíüîþ óìîâîþ çáiæíîñòi ðîçïîäiëiâ, îñêiëüêè ñåðåäí¹ â.â.

α1(nt1 − [nt1]) + α2√
n

ηn[nt1]+1

äîðiâíþ¹ íóëþ, à äèñïåðñiÿ(
α1(nt1 − [nt1]) + α2√

n

)2

→ 0, n→∞,

ðîçïîäië öi¹¨ â.â. ïðÿìó¹ äî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó çîñåðåäæåíîãî â òî÷öi
0, à îòæå, ¨¨ õ.ô. ïðÿìó¹ äî 1. Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò ìà¹ìî äëÿ äîäàíêó

α2 (nt2 − [nt2])
ηn[nt2]+1√

n
. Âðàõîâóþ÷è, ùî

Eeıαη
n
k = cosα =

(
1− α2

2!
+ o

(
α3
))

òà

lim
x→∞

(
1 +

a

x

)x
a ·a

= ea,

äëÿ ïåðøîãî äîäàíêó âèâîäèìî

Eeı
(α1+α2)√

n
S[nt1] = Eeı

(α1+α2)√
n

∑[nt1]
k=1 η

n
k =

(
Eeı

(α1+α2)√
n

ηnk
)[nt1]

=

=

(
cos

(
α1 + α2√

n

))[nt1]

=

(
1 +
−(α1 + α2)

2

2n
+ o

(
n−3/2

))[nt1]

→ e
−(α1+α2)

2

2 t1.

Îñêiëüêè

lim
n→∞

[nt2]− ([nt1] + 1)

n
= (t2 − t1) ,
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àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæåìî îòðèìàòè òàêèé ðåçóëüòàò

lim
n→∞

Eeı
α2(S[nt2]−S[nt1]+1)√

n = e
−α22
2 (t2−t1).

Îòæå,

Eeıα1ξ
n
t1

+ıα2ξ
n
t2 → e

−(α1+α2)
2

2 t1 × e
−α22
2 (t2−t1) =

= exp

{
−1

2

(
α2

1t1 + 2α1α2t1 + α2
2t2
)}

=

= exp

{
−1

2

(
α2

1 (t1 ∧ t1) + 2α1α2 (t1 ∧ t2) + α2
2 (t2 ∧ t2)

)}
=

= exp

{
−1

2
α>
∑

α

}
,

äå α =

(
α1

α2

)
òà
∑

=

(
t1 ∧ t1 t1 ∧ t2
t2 ∧ t1 t2 ∧ t2

)
.

Çàñòîñîâóþ÷è ðåçóëüòàò òåîðåìè, ìîæíà ïîêàçàòè ùî ïîñëiäîâíiñòü
ðîçïîäiëiâ Pn äëÿ ξnt íà ïðîñòîði

{
C[0,1],B

(
C[0,1]

)}
¹ âiäíîñíî êîìïàêòíîþ

(iñíó¹ ñëàáêî çáiæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü äî äåÿêî¨ éìîâiðíiñíî¨ ìiðè). ßêùî
âçÿòè áóäü-ÿêó çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi Pnk , òî íà
öèëiíäðàõ, ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi, îòðèìà¹ìî íîðìàëüíèé ðîçïîäiëN (0,Σ).
Òîáòî áóäü-ÿêà çáiæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ìiðè íà{
C[0,1],B

(
C[0,1]

)}
, à çíà÷èòü i ñàìà ïîñëiäîâíiñòü Pn çáiãà¹òüñÿ äî ìiðè Âiíåðà

PW , ÿêà íà öèëiíäðàõ çáiãà¹òüñÿ ç íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì N (0,Σ).
Ðåçóëüòàò Pn → PW íàçèâàþòü òåîðåìîþ Äîíñêåðà àáî ïðèíöèïîì

iíâàðiàíòíîñòi Äîíñêåðà (ôóíêöiîíàëüíîþ öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ
òåîðåìîþ). Iíâàðiàíòíiñòü ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî ηnk äîñòàòíüî îáèðàòè
íåçàëåæíèìè ç Eηnk = 0 òà Dηnk = 1, íå âêàçóþ÷è ÿâíî ðîçïîäiëó.

Òåîðåìà 3.7 (ïðî ìiðó Âiíåðà). Iñíó¹ â.ï., çàäàíèé íà [0, 1], ðîçïîäië ÿêîãî
çáiãà¹òüñÿ ç ìiðîþ Âiíåðà íà

{
C[0,1],B

(
C[0,1]

)}
.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî

{Ω,F ,P} =
{
C[0,1],B

(
C[0,1]

)
,PW

}
.

Ïîáóäó¹ìî ïðîöåñ Wt (x·) = xt, òîäi äëÿ äîâiëüíèõ 0 ≤ t1 < · · · < tk ≤ 1
òà íåïåðåðâíî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ f : Rk → R çà ëåìîþ ïðî àñèìïòîòè÷íó
�ãàóñcîâiñòü� ξnt ìà¹ìî

Ef (Wt1, . . . ,Wtk) =

∫
C[0,1]

f (xt1, . . . , xtk)PW (dx·) =
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= lim
n→∞

Ef
(
ξnt1, . . . , ξ

n
tk

)
= Ef (ζ1, . . . , ζk) ,

äå (ζ1, . . . , ζk) ∼ N (0,Σ). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âåêòîð (Wt1, . . . ,Wtk) òàêîæ
ìà¹ ðîçïîäië N (0,Σ) i çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà ïðî óçãîäæåíó ñiì'þ
éìîâiðíiñíèõ ìið PW ¹ ðîçïîäiëîì äëÿ {Wt, t ∈ [0, 1]}.

Âiäìiòèìî, ùî äîâåäåíi ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü äàòè òàêå îçíà÷åííÿ
ïðîöåñó Âiíåðà.

Âèçíà÷åííÿ. (Òðåò¹ âèçíà÷åííÿ ïðîöåñó Âiíåðà). Â.ï. {Wt, t ≥ 0} ç
íåïåðåðâíèìè ì.í. òðà¹êòîðiÿìè íàçèâàþòü ïðîöåñîì Âiíåðà, ÿêùî ì.í.

W0 = 0

i äëÿ äîâiëüíèõ 0 ≤ t1 < . . . < tn, B ∈ B (Rn):

P {(Wt1, . . . ,Wtn) ∈ B}=

∫
B

ft1(y1|0)ft2−t1(y2|y1) . . . ftn−tn−1 (yn|yn−1)dy1 . . . dyn,

äå ft (y|x) = 1√
2πt
e−

(y−x)2
2t .

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ðîçïîäiëó äàíîãî ïðèðîñòó:

P {Wt −Ws < x} = P {(Ws,Wt) ∈ B} ,

äå B = {(y1, y2) : y2 − y1 < x}. Ç òðåòüîãî âèçíà÷åííÿ

P {Wt −Ws < x} =

∫
B

fs (y1|0) ft−s (y2|y1) dy1dy2 =

=

∫ +∞

−∞

∫ x+y1

−∞
fs (y1|0) ft−s (y2|y1) dy2dy1 =

=

∫ +∞

−∞
fs (y1|0)

∫ x+y1

−∞
ft−s (y2|y1) dy2dy1.

Çðîáèâøè çàìiíó z2 = y2 − y1 â äðóãîìó iíòåãðàëi, ìà¹ìî

P {Wt −Ws < x} =

∫ +∞

−∞
fs (y1|0)

∫ x

−∞
ft−s (z2 + y1|y1) dz2dy1.

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ïiäiíåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨

ft−s (z2 + y1|y1) =
1√

2π (t− s)
e−

(y1+z2−y1)
2

2(t−s) = ft−s (z2|0) ,

òîäi ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó äîðiâíþ¹
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∫ +∞

−∞
fs (y1|0)

∫ x

−∞
ft−s (z2|0) dz2dy1 =

∫ +∞

−∞
fs (y1|0) dy1×

×
∫ x

−∞
ft−s (z2|0) dz2 =

∫ x

−∞

1√
2π (t− s)

e−
z22

2(t−s)dz2.

À îòæå, Wt −Ws ∼ N (0, t− s).

Âïðàâà 3.1. Äîâåñòè åêâiâàëåíòíiñòü ïåðøîãî òà òðåòüîãî âèçíà÷åííÿ
ïðîöåñó Âiíåðà.

ßâíà êîíñòðóêöiÿ

Ðîçãëÿíåìî ïîáóäîâó ïðîöåñó Âiíåðà ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹,
çàïðîïîíîâàíó ñàìèì Âiíåðîì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L2 [0, 1] òà L2(Ω) ïðîñòîðè
êâàäðèòè÷íî iíòåãðîâàíèõ ôóíêöié íà [0, 1] òà â.â. çi ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f (t) g (t) dt

òà
(ξ, η) = Eξη

âiäïîâiäíî.
Âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi òðà¹êòîðié ïðîöåñó ÂiíåðàWt (ω) ¹ ôóíêöi¹þ

ïðîñòîðó L2 [0, 1] äëÿ ìàéæå óñiõ ω. Â äàíîìó ïðîñòîði âèáåðåìî äåÿêèé
ïîâíèé áàçèñ {Hk}∞k=1, òîäi

Wt (ω) =
∞∑
n=1

ηn(ω)Hn,

äå ηn (ω) = 〈W· (ω) , Hn〉. Âíàñëiäîê âèìîã ùîäî Wt êîåôiöi¹íòè ðÿäó ηn
âàðòî âçÿòè íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèìè i òàêi, ùîá Eηn = 0. ßêùî æ äîáàâèòè
óìîâó íåçàëåæíîñòi äëÿ öèõ êîåôiöi¹íòiâ, òî ç óðàõóâàííÿì EWtWs = t ∧ s
îòðèìà¹ìî òàêó óìîâó∫ 1

0

∫ 1

0

(t ∧ s)Hk (t)Hn (s) dtds = 0.

Äàíà óìîâà iñòîòíî îáìåæó¹ âèáið áàçèñó: ç íå¨ âèïëèâà¹, ùî Hk ìàþòü
áóòè òðèãîíîìåòðè÷íèìè ôóíêöiÿìè. Îòæå, äëÿ ïîáóäîâè ïðîöåñó Âiíåðà ÿê
ðÿäó Ôóð'¹ òðåáà ïîáóäóâàòè íåçàëåæíiN (0, 1)-ðîçïîäiëåíi {ηn}, âiäïîâiäíèé
áàçèñ {Hn} òà äîâåñòè, ùî ðÿä

∞∑
n=1

ηn(ω)
sin (πnt)

n
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çáiãà¹òüñÿ äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨19. Íåäîëiêîì òàêîãî ïiäõîäó ¹ òåõíi÷íà
ñêëàäíiñòü âñòàíîâèòè ïîòðiáíó çáiæíiñòü öüîãî ðÿäó.

Ðîçãëÿíåìî äåùî ìîäèôiêîâàíèé ïiäõiä. Äîäàòêîâî ïðèïóñòèìî, ùî
iñíó¹ W ′

t � �ïîõiäíà� ïðîöåñó Âiíåðà, i ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ÿê ðÿä

∞∑
n=1

ξn(ω)Hn,

äå ξn = 〈W ′
· , Hn〉. Ïîõiäíà � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ, òîìó çíîâ îòðèìà¹ìî óìîâó

íîðìàëüíîñòi êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó. Êðiì òîãî, ç EW ′
sW

′
t = δ(t− s), äå δ � äåëüòà

ôóíêöiÿ Äiðàêà, òà óìîâè íåçàëåæíîñòi êîåôiöi¹íòiâ ìà¹ìî∫ 1

0

∫ 1

0

δ (t− s)Hk (t)Hn (s) dtds = 0.

Öÿ óìîâà âæå íå ¹ îáìåæóâàëüíîþ íà åëåìåíòè áàçèñó Hk. Òîáòî îáðàâøè
�çðó÷íèé� áàçèñ i ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ N (0, 1)-ðîçïîäiëåíèõ â.â.,
çîáðàæåííÿ ïðîöåñó Âiíåðà øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi

Wt (ω) =
∞∑
n=1

ξn(ω)

∫ t

0

Hn (s) ds.

Îñêiëüêè ôóíêöi¨

Sk (t) =

∫ t

0

Hk (s) ds

íåïåðåðâíi, ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü ì.í. îòðèìàíîãî ðÿäó ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî,
ùîá ñòâåðäæóâàòè ì.í. íåïåðåðâíiñòü Wt. Âiäïîâiäíèé âèáið áàçèñó ìîæå
iñòîòíî ñïðîñòèòè äîâåäåííÿ îñòàííüîãî êðîêó.

Òåîðåìà 3.8 (Ëåâi-Öåñåëüñüêi). Iñíó¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið {Ω,F ,P} òà
ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ â.â. ξk ∼ N (0, 1), ùî

Wt (ω) =
∞∑
k=1

ξk(ω)Sk (t)

âèçíà÷à¹ ïðîöåñ Âiíåðà íà [0, 1].

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî éìîâiðíiñíèé ïðîñòið òàê, ùîá íà íüîìó ìîæíà áóëî
á çàäàòè ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ N (0, 1)-ðîçïîäiëåíèõ â.â. Ïîêàæåìî,
ùî äëÿ {Wt, t ∈ [0, 1]} âèêîíàíi óìîâè äðóãîãî âèçíà÷åííÿ ïðîöåñó Âiíåðà.
Ïîçíà÷èìî

WN (t) =
N∑
k=1

ξk(ω)Sk (t) ,

19Äèâ., íàïðèêëàä, �3.3 â Schilling R.L., Partzsch L. Brownian Motion. Berlin: de Gruyter, 2012.
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òîäi çàñòîñîâóþ÷è íåçàëåæíiñòü ξk òà ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ:

〈f, g〉 =
∑
〈f,Hk〉 〈g,Hk〉 ,

îòðèìà¹ìî

‖WN (t)‖2
L2(Ω) = (WN (t) ,WN (t)) =

N∑
k,m=1

(ξk, ξm)Sk (t)Sm (t) =

=
N∑
k=1

S2
k (t) =

N∑
k=1

〈
1[0,t], Hk

〉2 →
∞∑
k=1

〈
1[0,t], Hk

〉2
=
〈
1[0,t],1[0,t]

〉
= t.

Çíà÷èòü, iñíó¹ l.i.m.WN (t), ÿêà âèçíà÷à¹ Wt.
Âðàõîâóþ÷è, ùî

|EWt| = |E(Wt −WN(t))| ≤
√

E (Wt −WN (t))2 = ‖Wt −WN(t)‖L2(Ω) → 0,

îäåðæó¹ìî EWt = 0. Áiëüø òîãî, äëÿ êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ìî, ùî

γst = (Ws,Wt) = lim
N→∞

(WN (s) ,WN (t)) =

= lim
N→∞

N∑
k=1

〈
1[0,s], Hk

〉 〈
1[0,t], Hk

〉
=
〈
1[0,s],1[0,t]

〉
= t ∧ s.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi a1, . . . , an ∈ R òà 0 ≤ t1 < · · · < tn ≤ 1, i ïîêàæåìî
ùî â.â.

η =
n∑
i=1

aiWti

ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië. Ïîçíà÷èìî βk =
∑n

i=1 aiSk (ti) i ïåðåïèøåìî ñóìó
òàê

η =
n∑
i=1

ai

∞∑
k=1

ξk(ω)Sk (ti) =
∞∑
k=1

ξk(ω)
n∑
i=1

aiSk (ti) =
∞∑
k=1

ξkβk,

äå ðÿä çáiæíèé â L2 (Ω) ÿê ñóìà ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çáiæíèõ ðÿäiâ. Â.â.

ηN =
N∑
k=1

ξk(ω)βk

ìàþòü ðîçïîäië N
(

0,
∑N

k=1 β
2
k

)
òà çáiãàþòüñÿ â ñ.êâ. äî η, à çíà÷èòü, i çà

ðîçïîäiëîì òà

‖ηN‖2 =
N∑
k=1

β2
k → ‖η‖2,
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òîäi

EeiαηN = exp

{
−1

2
α2

N∑
k=1

β2
k

}
→ exp

{
−1

2
α2 ‖η‖2

}
= Eeiαη, N →∞.

Îòæå, ìà¹ìî, ùî η ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië i óñi óìîâè äðóãîãî âèçíà÷åííÿ
ïðîöåñó Âiíåðà äëÿ Wt âèêîíàíi.

Âïðàâà 3.2. Îñêiëüêè WN (t)
L2(Ω)→ Wt, ìà¹ìî

WN (t)
P→

∞∑
k=1

ξkSk (t) .

Ïîêàçàòè, ùî çáiæíiñòü ðÿäó ìà¹ ìiñöå i ì.í. (ÿê ðÿäó íåçàëåæíèõ â.â.).

Âiäìiòèìî, ùî äîâåäåíîãî íåäîñòàòíüî ùîá ñòâåðäæóâàòè, ùî
òðà¹êòîði¨ Wt ì.í. íåïåðåðâíi. Çà òåîðåìîþ Iòî-Íiñiî20, ÿêà äîçâîëÿ¹ öå
ñòâåðäæóâàòè, ïðîòå îáðàâøè ñïåöiàëüíèé áàçèñ {Hk} ìîæåìî äîâåñòè öåé
ôàêò íàïðÿìó.Ðîçãëÿíåìî áàçèñ, ïîáóäîâàíèé íà îñíîâi òàê çâàíèõ ôóíêöié
Õààðà:

H1 (t) = 1, H2 (t) = 1[0, 12)
− 1[ 12 ,1)

,

äëÿ n ∈ N, 2n < k ≤ 2n+1, jk = k − 2n − 1:

Hk (t) =
√

2n
(
1[ jk2n ,

jk
2n+ 1

2n+1 )
− 1[ jk

2n+ 1
2n+1 ,

jk+1
2n

)) .
Çîêðåìà,

H3 (t) =
√

2
(
1[0, 14)

− 1[ 14 ,
1
2)

)
, H4 (t) =

√
2
(
1[ 12 ,

3
4)
− 1[ 34 ,1)

)
.

Âïðàâà 3.3. Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöi¨ Õààðà óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíó
ñèñòåìó.

Ïîêàæåìî, ùî öåé áàçèñ ïîâíèé. Ðîçiá'¹ìî âiäðiçîê [0, 1] íà
2n+1 iíòåðâàëiâ îäíàêîâî¨ äîâæèíè òà ÷åðåç Mn+1 ïîçíà÷èìî ïðîñòið
ôóíêöié êóñêîâî-ñòàëèõ íà âiäïîâiäíèõ ïðîìiæêàõ ðîçáèòòÿ. Öåé ïðîñòið
¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì ðîçìiðíîñòi 2n+1. Êðiì òîãî, çà ïîáóäîâîþ
ôóíêöi¨ Õààðà

{
Hk, 1 ≤ k ≤ 2n+1

}
íàëåæàòü ïðîñòîðó Mn+1. Ó ìåæàõ òàêèõ

k ìíîæèíà ôóíêöié Hk ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì ó Mn+1. Áóäü-ÿêó
íåïåðåðâíó ôóíêöiþ íà ïðîìiæêó [0, 1] ìîæíà àïðîêñèìóâàòè êóñêîâî-
ñòàëèìè ôóíêöiÿìè ç Mn+1, à îòæå, i ôóíêöiÿìè Õààðà. Òîáòî áàçèñ,
ïîáóäîâàíèé íà îñíîâi ôóíêöié Õààðà, ¹ ïîâíèé.

Âèäiëèìî äëÿ ôóíêöié

Sk (t) =
〈
I[0,t], Hk

〉
,

ÿêi íàçèâàþòü ôóíêöiÿìè Øàóäåðà, òàêi âëàñòèâîñòi (äèâ. ðèñ. 3.8.).
20Ito K., Nisio M. On the convergence of sums of independent Banach space valued random variables. Osaka

Jour. Math. 1968. Vol. 5. P. 35-48.
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t

−
√
2n

1jk
2n

jk + 1

2n

√
2n

Hk(t)

t

−
√
2−n

1jk
2n

jk + 1

2n

√
2−n

Sk(t)

Ðèñ. 3.8. Ôóíêöi¨ Õààðà òà Øàóäåðà

• Äëÿ 2n < k ≤ 2n+1 ¨õ ìàêñèìóì ñòàíîâèòü

max
t∈[0,1]

Sk(t) = 2−
n
2−1.

• Äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ [0, 1]:

∃!k : 2n < k ≤ 2n+1 : Sk (t) 6= 0.

Ïîêàæåìî, ùî ì.í. WN (t)→ Wt ðiâíîìiðíî ïî t íà [0, 1], òîáòî ùî

sup
t∈[0,1]

|Wt −WN (t)| → 0 ì.í.

Ïîçíà÷èìî

RN = sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣
∞∑
k>N

ξkSk (t)

∣∣∣∣∣
i âèçíà÷èìî m ÿê íàéìåíøå öiëå äëÿ ÿêîãî 2m ≤ N < 2m+1, m = [log2N ],
òîäi ìà¹ìî

RN ≤ sup
∞∑
k>N

|ξk|Sk (t) ≤ sup
∑
k≥2m

|ξk|Sk (t) ≤

≤ sup
∑

2m≤k<2m+1

|ξk|Sk (t) + sup
∑

2m+1≤k<2m+2

|ξk|Sk (t) + . . . .

Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ

bn = sup
t∈[0,1]

∑
2n≤k<2n+1

|ξk|Sk (t) ,

îòðèìàíó íåðiâíiñòü ìîæåìî çàïèñàòè ÿê RN ≤
∑

n≥m bn.
Çíàéäåìî îöiíêó çâåðõó äëÿ |ξk|, ÿêà ìàòèìå ìiñöå ì.í. Îñêiëüêè â.â.

ξk ∼ N(0, 1), P {ξk ≥ x} =
∫ +∞
x

1√
2π
e−

y2

2 dy. Ðîçãëÿíåìî
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∫ +∞

x

1√
2π
e−

y2

2 dy =

∫ +∞

x

1√
2π

(
−1

y

)
de−

y2

2 =

=
1√
2π

1

x
e−

x2

2 −
∫ +∞

x

1√
2π

1

y2
e−

y2

2 dy ≤ 1√
2π

1

x
e−

x2

2 .

Çâiäêè çà ðàõóíîê ñèìåòðè÷íîñòi ðîçïîäiëó

P {|ξk| ≥ x} ≤
√

2

π

1

x
e−

x2

2 .

Äëÿ äåÿêîãî c >
√

2 âiçüìåìî ÿê x = c
√

ln k i ðîçãëÿíåìî ñóìó∑
k≥2

P
{
|ξk| ≥ c

√
ln k
}
≤
∑
k≥2

√
2

π

1

c
√

ln k
e−

c2 ln k
2 ≤

∑
k≥2

√
2

π

1

c
√

ln k
k−

c2

2 <∞.

Çà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî m ∈ N, ∀k > 2m:

|ξk| ≤ c
√

ln k ì.í.,

i çíà÷èòü, ì.í.
bn ≤ c

√
ln 2n+1 sup

t∈[0,1]

∑
2n<k≤2n+1

Sk (t) .

Çàñòîñîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöié Øàóäåðà çàçíà÷åíi âèùå, âèâîäèìî

bn ≤ c
√

ln 2n+1 × 2−
n
2−1 = c

√
(n+ 1) ln 2× 2−

n
2−1 =

c
√

ln 2

2

√
n+ 1

2n
.

Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî
∑∞

n=1 bn <∞, à îòæå,

RN ≤
∑

n>[log2N ]

bn → 0, N →∞.

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî ïðîöåñ ç äîâåäåíèìè âëàñòèâîñòÿìè iñíó¹ íà
R+. Ïîçíà÷èìî {Ωn,Fn,Pn} =

{
C[0;1],B

(
C[0;1]

)
,PW

}
i âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó

Ëîìíèöüêîãî-Óëàìà, çà ÿêîþ iñíó¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, íà ÿêîìó çàäàíi
íåçàëåæíi ïðîöåñè Âiíåðà {Wn (t) , t ∈ [0, 1]}n∈N. Âèçíà÷èìî ïðîöåñ Âiíåðà
íà R+ çà äîïîìîãîþ íåïåðåðâíîãî �ç'¹äíàííÿ� ïðîöåñiâ Wn (äèâ. ðèñ. 3.9.).

Òåîðåìà 3.9 (ïðî êîíñòðóêöiþ Wt íà R+). Ïðîöåñ {Wt, t ≥ 0} âèçíà÷åíèé
ÿê

Wt (ω) =

{
W1 (t, ω) , t ∈ [0, 1) ,∑k

j=1Wj (1, ω) +Wk+1 (t− k, ω) , t ∈ [k, k + 1) , k ∈ N,

¹ ïðîöåñîì Âiíåðà.

139



2

Ðèñ. 3.9. Ç'¹äíàííÿ ïðîöåñiâ Wn

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ Wt âèêîíàíi óìîâè ïåðøîãî âèçíà÷åííÿ:

W0 = W1 (0, ω) = 0 ì.í.

Ïðîàíàëiçó¹ìî ðîçïîäië ïðèðîñòó Wt −Ws, s < t. ßêùî s, t ∈ [k, k + 1), òî

Wt −Ws = Wk+1 (t− k, ω)−Wk+1(s− k, ω),

ùî ìà¹ ðîçïîäië N(0, t− s). Äëÿ k ≤ s < k + 1 ≤ t < k + 2 ìà¹ìî

Wt −Ws = (Wt −Wk+1) + (Wk+1 −Ws) ,

äå äîäàíêè íåçàëåæíi, i çà ïîïåðåäíiì âèïàäêîì îòðèìà¹ìî

Wt −Wk+1 ∼ N(0, t− (k + 1))

òà
Wk+1 −Ws ∼ N (0, (k + 1)− s) ,

îòæå, Wt −Ws ∼ N (0, t− s). Çàëèøèëîñü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê êîëè s òà t
çíàõîäÿòüñÿ íà ðiçíèõ ïðîìiæêàõ íå ïîðó÷:

k ≤ s < k + 1 < m ≤ t < m+ 1,

òîäi
Wt −Ws = (Wt −Wm) +

∑
k<l<m

(Wl+1 −Wl) + (Wk+1 −Ws) .

Çíîâ ìà¹ìî ñóìó íåçàëåæíèõ äîäàíêiâ ç ðîçïîäiëàìè N (0, t−m),
N (0,m− (k + 1)), N (0, (k + 1)− s), âiäïîâiäíî. À çíà÷èòü, ïðèðiñò i â öüîìó
âèïàäêó ìà¹ ðîçïîäië N (0, t− s).

Îäåðæàíèé ðåçóëüòàò äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðèðîñòè
ñòàöiîíàðíi i îñòàíí¹, ùî ïîòðiáíî äîâåñòè � ¨õ íåçàëåæíiñòü. Âiçüìåìî
0 = t0 < t1 . . . < tn, òîäi êîæåí ïðèðiñò íà [ti, ti+1) ìîæåìî ïîäàòè ÿê
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ñóìó ïðèðîñòiâ àíàëîãi÷íèì ñïîñîáîì íàâåäåíèì âèùå. Îñêiëüêè ïðèðîñòè
â ñåðåäèíi ïðîìiæêiâ [l, l + 1) íåçàëåæíi i íåçàëåæíi âiä ïðèðîñòiâ íà iíøèõ
ïðîìiæêàõ. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî â òî÷êàõ ç'¹äíàííÿ ôóíêöiÿ Wt áóäå
íåïåðåðâíîþ: ∀k ∈ N,

Wt →
t→k

k∑
j=1

Wj (1, ω) = Wk.

Îòæå, Wt � ïðîöåñ Âiíåðà ç ì.í. íåïåðåðâíèìè òðà¹êòîðiÿìè.

3.2.Ïðîöåñ Âiíåðà âiäíîñíî ôiëüòðàöi¨

Íåõàé {Ω,F ,P} � äåÿêèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið. Ïîáóäó¹ìî
ïîñëiäîâíiñòü σ-àëãåáð {Ft}t≥0 òàêèõ, ùî

∀0 ≤ s ≤ t : Fs ⊂ Ft ⊂ F ,

òîáòî çàäàìî ôiëüòðàöiþ àáî ïîòiê σ-àëãåáð. Óçãîäæåíiñòü â.ï. {Xt, t ∈ T} ç
ôiëüòðàöi¹þ {Ft}t∈T çàäàíîãî íà öüîìó ïðîñòîði îçíà÷à¹, ùî

∀t ∈ T,B ∈ B
(
R1
)

: {ω : Xt (ω) ∈ B} ∈ Ft,

òîáòî ùî Xt ¹ Ft-âèìiðíîþ â.â. Îñêiëüêè Fs ⊂ Ft, òî îçíà÷åííÿ ìîæíà
ïåðåôîðìóëþâàòè òàê: ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ áîðåëåâî¨ ôóíêöi¨ f çà óìîâè s ≤ t
â.â. f(Xs) ¹ Ft-âèìiðíîþ, òîXt ¹ óçãîäæåíèì ç ôiëüòðàöi¹þ {Ft}. Ôiëüòðàöiþ

FX
t = σ

{
X−1
s (B) , s ≤ t, B ∈ B

(
R1
)}

íàçèâàþòü íàòóðàëüíîþ.

Âïðàâà 3.4. Ïîêàçàòè, ùî
{
FX
t

}
t∈T óòâîðþ¹ ôiëüòðàöiþ íà {Ω,F ,P}.

Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåâiðèòè óçãîäæåíiñòü äåÿêîãî ïðîöåñó âiäíîñíî
ôiëüòðàöi¨ {Ft}, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî FX

t ⊂ Ft. ßêùî ôiëüòðàöiÿ ÿâíî
íå çàäàíà, òî áóäåìî ââàæàòè, ùî Ft = FX

t . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Ft+ =
⋂
s>t

Fs òà Ft− = σ{Fs, s < t}

ïðàâå òà ëiâå çàìèêàííÿ äëÿ ôiëüòðàöi¨ âiäïîâiäíî, ïðè öüîìó F0+ íàçèâàþòü
çàðîäêîâîþ σ-àëãåáðîþ, à

F∞+ =
⋂
s≥0

σ{Ft, t ≥ s}

õâîñòîâîþ. Ôiëüòðàöiþ íàçèâàþòü íåïåðåðâíîþ ñïðàâà (çëiâà), ÿêùî

Ft = Ft+ (Ft = Ft−) .
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Ôiëüòðàöiþ {Ft} íåôîðìàëüíî ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê ïîòiê
iíôîðìàöi¨ äî ìîìåíòó ÷àñó t âêëþ÷íî äîñòóïíèé äåÿêîìó ñïîñòåðiãà÷ó
çà åêñïåðèìåíòîì, ìîäåëëþ ÿêîãî ¹ {Ω,F ,P}. Àáî, iíøèìè ñëîâàìè, Ft � öå
ìíîæèíà â.â., çíà÷åííÿ ÿêèõ ñïîñòåðiãà÷ ìîæå ÷iòêî âèçíà÷èòè äî ìîìåíòó
÷àñó t äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòàðíîãî åêñïåðèìåíòó ω. Ïðè öüîìó Ft+
âèçíà÷à¹ iíôîðìàöiþ ïðî íåñêií÷åííî ìàëî âiääàëåíå ìàéáóòí¹ äëÿ ìîìåíòó
t, çàðîäêîâà σ-àëãåáðà òîäi õàðàêòåðèçó¹ óñþ iíôîðìàöiþ íà íåñêií÷åííî
ìàëîìó ïðîìiæêó ÷àñó ñïðàâà âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò, à õâîñòîâà � ïðî
íåñêií÷åííî âiääàëåíå ìàéáóòí¹.

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé {Ω,F , {Ft} ,P} � iìîâiðíiñíèé ïðîñòið ç ôiëüòðàöi¹þ.
Íåïåðåðâíèé ì.í. ïðîöåñ {Wt, t ≥ 0} íàçèâàþòü ïðîöåñîì Âiíåðà âiäíîñíî
ôiëüòðàöi¨, ÿêùî W0 = 0 ì.í. òà ∀s, t ≥ 0 i áîðåëåâî¨ ôóíêöi¨ g:

E (g (Wt+s −Ws) |Fs) =

∫
R1

g (y) ft (y|0) dy.

Ïîêàæåìî, ùî öå âèçíà÷åííÿ âêëþ÷à¹ â ñåáå ïåðøå âèçíà÷åííÿ ïðîöåñó
Âiíåðà. Ðîçãëÿíåìî òâiðíó ôóíêöiþ

Eer(Wt+s−Ws) = E
(
E
(
er(Wt+s−Ws)|Fs

))
=

∫
R1

ery
1√
2πt

e−
y2

2t dy = e
r2

2 t,

îòæå, Wt+s − Ws ∼ N(0, t). Ïåðåâiðèìî íåçàëåæíiñòü ïðèðîñòiâ, äëÿ öüîãî
âiçüìåìî äîâiëüíi 0 = t0 < t1 < . . . < tn i ðîçãëÿíåìî ñïiëüíó ãåíåðàòðèñó
ïðèðîñòiâ:

Ee
∑n
i=1 ri(Wti

−Wti−1) = E
(
E
(
e
∑n
i=1 ri(Wti

−Wti−1)|Ftn−1
))

=

= E
(
e
∑n−1
i=1 ri(Wti

−Wti−1)E
(
erk(Wtn−Wtn−1)|Ftn−1

))
=

= E
(
e
∑n−1
i=1 ri(Wti

−Wti−1)
)
e
r2n
2 (tn−tn−1) = e

r21
2 (t1−t0) . . . e

r2n
2 (tn−tn−1).

Òîáòî, ñïiëüíà ãåíåðàòðèñà äîðiâíþ¹ äîáóòêó ãåíåðàòðèñ ïðèðîñòiâ, çâiäêè
âèâîäèìî ¨õ íåçàëåæíiñòü. Îòæå, ïðîöåñ Âiíåðà âiäíîñíî ôiëüòðàöi¨ ¹
ïðîöåñîì Âiíåðà çà ïåðøèì âèçíà÷åííÿì. ßêùî âçÿòè ÿê ôiëüòðàöiþ

{
FW
t

}
,

òîäi ç ïåðøîãî âèçíà÷åííÿ âèïëèâà¹ âèçíà÷åííÿ âiäíîñíî ôiëüòðàöi¨, ÿêùî
ïîêàçàòè ùî {W s

t = Wt+s −Ws, t ≥ 0} íå çàëåæèòü âiä Fs.

Òåîðåìà 3.10 (ïðî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü ïðîöåñó Âiíåðà). Íåõàé s ≥ 0,
{Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà, òîäi ïðîöåñ

{W s
t = Wt+s −Ws, t ≥ 0}

¹ ïðîöåñîì Âiíåðà, ÿêèé íå çàëåæèòü âiä σ-àëãåáðè FW
s .
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Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ ïðî íåçàëåæíi π-ñèñòåìè äëÿ òîãî, ùîá ïîêàçàòè ùî
W s

t íå çàëåæèòü âiä FW
s , äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

0 = s0 ≤ s1 < · · · < sn ≤ s, 0 = t0 ≤ t1 < . . . < tm

i B1 ∈ B (Rn) , B2 ∈ B (Rm) ïîäi¨

A1 = {(Ws1, . . . ,Wsn) ∈ B1}

òà
A2 =

{(
W s

t1
, . . . ,W s

tm

)
∈ B2

}
íåçàëåæíi. Îñêiëüêè ïðèðîñòè ïðîöåñó Âiíåðà íåçàëåæíi íà íåñóìiñíèõ
ïðîìiæêàõ, òî ìà¹ìî íåçàëåæíiñòü âåêòîðiâ

ξ =
(
Ws1 −Ws0, . . . ,Wsn −W sn−1

)
òà

η =
(
Wt1+s −Wt0+s, . . . ,Wtm+s −Wtm−1+s

)
.

Ââåäåìî äîïîìiæíi ôóíêöi¨

fn (x1, . . . , xn) = (x1, x1 + x2, . . . , x1 + · · ·+ xn),

òîäi
A1 = {fn (ξ) ∈ B1} =

{
ξ ∈ f−1

n (B1)
}

òà
A2 = {fm (η) ∈ B2} =

{
η ∈ f−1

m (B2)
}
.

Ôóíêöi¨ fn áîðåëåâi, à çíà÷èòü, P (A1 ∩ A2) = P (A1)P (A2).

Îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ìîæíà óòî÷íèòè òàê.

Òåîðåìà 3.11 (ïðî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü âiäíîñíî FW
s+). Äëÿ äîâiëüíîãî

s ≥ 0 ïðîöåñ
{W s

t = Wt+s −Ws, t ≥ 0}
¹ ïðîöåñîì Âiíåðà íåçàëåæíèì âiä FW

s+.

Äîâåäåííÿ. Â.ï. W s
t ¹ íåïåðåðâíèì ïî t, à òîìó éîãî ìîæíà ïîäàòè ÿê

W s
t = lim

n→∞
W sn

t

äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi sn ↓ s. Ïðîöåñ {W sn
t , t ≥ 0} çà òåîðåìîþ ïðî

ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü ïðîöåñó Âiíåðà íå çàëåæèòü âiä FW
sn
: ∀t1, . . . , tk ≥ 0,

A ∈ B
(
Rk
)
, B ∈ FW

sn
:

P
({(

W sn
t1 , . . . ,W

sn
tk

)
∈ A

}
∩B

)
= P

({(
W sn

t1 , . . . ,W
sn
tk

)
∈ A

})
P(B).
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Îñêiëüêè
sn ↓ s,FW

sn
⊃ FW

s

i
∀B ∈ FW

s+ =
⋂
sn↓s

FW
sn
⇒ B ∈ FW

sn
,∀n ∈ N,

íàâåäåíà âèùå ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå ∀B ∈ FW
s+. Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi n→∞,

ìà¹ìî

P
({(

W s
t1
, . . . ,W s

tk

)
∈ A

}
∩B

)
= P

({(
W s

t1
, . . . ,W s

tk

)
∈ A

})
P(B).

Òåîðåìà 3.12 (ïðî çàêîí 0 i 1 Áëþìåíòàëÿ). Äëÿ ïðîöåñó Âiíåðà õâîñòîâà
FW
∞+ i çàðîäêîâà FW

0+ σ-àëãåáðè òðèâiàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè ïðî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü âiäíîñíî FW
s+ äëÿ s = 0:

{W 0
t = Wt −W0 = Wt, t ≥ 0}

íå çàëåæèòü âiä FW
0+. Ïîçíà÷èìî

FW
∞ = σ{Wt, t ≥ 0}.

Ç îäíi¹¨ ñòîðîíè öÿ σ-àëãåáðà íå çàëåæèòü âiä FW
0+, à ç iíøî¨ FW

0+ ⊂ FW
∞ , òîäi

∀A ∈ FW
0+ : P (A ∩ A) = P(A)P(A).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî P(A) = 0 àáî 1. Iíâàðiàíòíiñòü âiäíîñíî çìiíè íàïðÿìêó
÷àñó äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè öåé ðåçóëüòàò i äëÿ FW

∞+ : σ-àëãåáðà FW
∞+

ïîâíiñòþ âèçíà÷åíà FW
0+, òîìó i äëÿ ∀A ∈ FW

∞+: P(A) = 0 àáî 1.

Òåîðåìà 3.13 (ïðî ïîâåäiíêóW â íóëi). Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà
âiäíîñíî ôiëüòðàöi¨ {Ft},

τ±0 = inf{t ≥ 0 : ±Wt > 0}

� ìîìåíò âõîäó â âåðõíþ (íèæíþ) ïiâïëîùèíó òà

τ0 = inf {t > 0 : Wt = 0}

� ìîìåíò ïîâåðíåííÿ â íóëü, òîäi

P
{
τ+

0 = 0
}

= P
{
τ−0 = 0

}
= P {τ0 = 0} = 1.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîäiþ{
τ+

0 ≤ 0
}

= {inf{s ≥ 0 : Ws > 0} ≤ 0} .

�¨ ìîæíà ïîäàòè ÿê {
τ+

0 ≤ 0
}

=
⋂
n

⋃
r∈(0; 1n )∩Q

{Wr > 0} ,

äå {Wr > 0} ∈ FW
1
n

, r ∈
(
0, 1

n

)
∩Q. À ïåðåòèí òàêèõ ïîäié áóäå íàëåæàòè⋂

n

FW
1
n

= FW
0+.

Îòæå, ïîäiÿ {τ+
0 ≤ 0} íàëåæèòü çàðîäêîâié σ-àëãåáði i çà òåîðåìîþ ïðî çàêîí

0 i 1 Áëþìåíòàëÿ ¨¨ éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹ 0 àáî 1. Òîáòî òðåáà ïîêàçàòè, ùî
P{τ+

0 ≤ 0} > 0. Îñêiëüêè

P{τ+
0 ≤ t} ≥ P{Wt > 0} =

1

2
,

ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi t→ 0, îòðèìà¹ìî

P{τ+
0 ≤ 0} ≥ 1

2
.

Çâiäêè
P
{
τ+

0 = 0
}

= P
{
τ+

0 ≤ 0
}

= 1.

Ïîçíà÷èìî W ∗
t = −Wt, òîäi çà òåîðåìîþ ïðî ïåðåòâîðåííÿ ïðîöåñó

Âiíåðà
τ−0 = inf {t ≥ 0 : Wt < 0} = inf{t ≥ 0 : W ∗

t > 0} ∼ τ+
0 .

Âèõiä ó âåðõíþ òà íèæíþ ïiâïëîùèíè âiäáóâàþòüñÿ â íóëi, òîäi ç
íåïåðåðâíîñòi òðà¹êòîði¨ âèïëèâà¹, ùî P{τ0 = 0} = 1.

Òåîðåìà 3.14 (ïðî ìàðòèíãàëüíó âëàñòèâiñòü ïðîöåñó Âiíåðà). Íåõàé
{Ω,F , {Ft},P} � iìîâiðíiñíèé ïðîñòið ç ôiëüòðàöi¹þ, òîäi íàâåäåíi íèæ÷å
òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) {Wt, t ≥ 0} ¹ ïðîöåñîì Âiíåðà âiäíîñíî {Ft};
2) W̃t = erWt− 1

2r
2t ¹ ìàðòèíãàë âiäíîñíî {Ft};

3) {Wt, t ≥ 0} òà
{
W 2

t − t, t ≥ 0
}
� íåïåðåðâíi ìàðòèíãàëè âiäíîñíî

{Ft}.

Äîâåäåííÿ. 1)⇒ 2) Âiäøòîâõóþ÷èñü âiä òðåòüîãî âèçíà÷åííÿ, âèâîäèìî ùî
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E

(
W̃t

W̃s

|Fs

)
= E

(
er(Wt−Ws)− 1

2r
2(t−s)|Fs

)
=

= e−
1
2r

2(t−s)E
(
er(Wt−Ws)|Fs

)
= e−

1
2r

2(t−s)
∫
R
ery

1√
2π
e−

y2

2(t−s)dy = 1.

2)⇒ 1)21 Âèêîðèñòà¹ìî òå, ùî W̃t ¹ ìàðòèíãàëîì: E
(
W̃t

W̃s
|Fs
)

= 1, òîäi

E
(
er(Wt−Ws)|Fs

)
= e

1
2r

2(t−s).

Îáåðòàþ÷è ïî r, ìà¹ìî Wt − Ws|Fs ∼ N(0, t − s). À òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨
îáìåæåíî¨ áîðåëåâî¨ ôóíêöi¨ g:

E (g (Wt −Ws) |Fs) =

∫
g(y)ft−s(y|0)dy.

Îñêiëüêè {Wt, t ≥ 0} � íåïåðåðâíèé ìàðòèíãàë òà Wt ∈ Lp (Ω) , p ≥ 1,
ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi Äóáà:

P

{
sup
s≤t
|Ws| ≥ a

}
≤ 1

ap
E|Wt|p, a > 0,

òà

E sup
s≤t
|Ws|p ≤

(
p

p− 1

)p
E|Wt|p, p > 1.

Âèçíà÷åííÿ. Â.â. τ : Ω→ Rc
+ íàçèâàþòü ìàðêîâñüêèì ìîìåíòîì (âiäíîñíî

ôiëüòðàöi¨ {Ft}), ÿêùî

∀t ∈ Rc
+ : {τ ≤ t} ∈ Ft.

Ìàðêîâñüêèé ìîìåíò íàçèâà¹òüñÿ ìîìåíòîì çóïèíêè (ì.ç.), ÿêùî âií
ñêií÷åííèé ì.í.

Âïðàâà 3.5. Ïîêàçàòè, ùî

1. Â.â. τ = t, t ∈ R+, ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî áóäü-ÿêî¨ ôiëüòðàöi¨.

2. ßêùî {τj, j ∈ N} � ìàðêîâñüêi ìîìåíòè âiäíîñíî {Ft}, òîäi {τj < t} ∈
Ft,∀j ∈ N.

21Äîâåäåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi 1) òà 3) äèâ., íàïðèêëàä, â Cinlar E. Probability and stochastics. N.Y.:
Springer, 2011.
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Ïðèêëàä (âëàñòèâîñòi ìàðêîâñüêèõ ìîìåíòiâ). Íåõàé {τj, j ∈ N} �
ìàðêîâñüêi ìîìåíòè âiäíîñíî {Ft}, ïîêàæåìî ùî τ1 + τ2, τ1 ∧ τ2, τ1 ∨ τ2,
supj∈N τj � ìàðêîâñüêi ìîìåíòè âiäíîñíî {Ft} òà infj∈N τj � ìàðêîâñüêèé
ìîìåíò âiäíîñíî {Ft+}.

Äëÿ ñóìè âèêîðèñòà¹ìî, ùî {τ1 + τ2 ≤ t} = {τ1 + τ2 > t} òà

{τ1 + τ2 > t} = {τ1 = 0, τ2 > t}∪
∪ {τ2 = 0, τ1 > t} ∪ {τ2 > 0, τ1 ≥ t} ∪r∈(0,t)∩Q {r < τ1 ≤ t, τ2 > t− r} =

= {τ1 ≤ 0} ∩ {τ2 ≤ t} ∪ {τ2 ≤ 0} ∩ {τ1 ≤ t} ∪ {τ2 ≤ 0} ∩ {τ1 < t}∪
∪r∈(0,t)∩Q {τ1 ≤ r} ∩ {τ1 < t} ∩ {τ2 ≤ t− r} ∈ Ft.

Äëÿ ìàêñèìóìó ìà¹ìî

{τ1 ∨ τ2 ≤ t} = {τ1 ≤ t} ∩ {τ2 ≤ t} ∈ Ft,

äëÿ ìiíiìóìó
{τ1 ∧ τ2 ≤ t} = {τ1 ≤ t} ∪ {τ2 ≤ t} ∈ Ft,

äëÿ ñóïðåìóìó {
sup
j
τj ≤ t

}
= ∩j {τj ≤ t} ∈ Ft,

à äëÿ iíôiíóìó {
inf
j
τj < t

}
= ∪j {τj < t} ∈ Ft,

çâiäêè {
inf
j
τj ≤ t

}
= ∩n∈N

{
inf
j
τj < t+

1

n

}
∈ Ft+.

Âïðàâà 3.6. Ïîêàçàòè, ùî

1. Áóäü-ÿêèé ìàðêîâñüêèé ìîìåíò âiäíîñíî {Ft} ¹ òàêîæ ìàðêîâñüêèì
ìîìåíòîì âiäíîñíî {Ft+}.

2. ßêùî â.â. τ çi çíà÷åííÿìè â Rc
+ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi {τ < t} ∈ Ft, ∀t ≥ 0,

i Ft � íåïåðåðâíà ñïðàâà ôiëüòðàöiÿ, òîäi τ ¹ ìàðêîâñüêèì ìîìåíòîì
âiäíîñíî {Ft}.

Íåõàé τ � ìàðêîâñüêèé ìîìåíò âiäíîñíî {Ft}. Âèçíà÷èìî

τn (ω) =

{
m+1

2n ,
m
2n ≤ τ (ω) < m+1

2n ,

∞, τ (ω) =∞,

òîáòî, çóïèíÿ¹ìîñü ó äâiéêîâî ðàöiîíàëüíi ìîìåíòè ÷àñó îäðàçó ïiñëÿ τ . Òàê
âèçíà÷åíi â.â. ¹ ìàðêîâñüêèìè ìîìåíòàìè âiäíîñíî {Ft+}:

147



{τn ≤ t} =

{
[2nτ ] + 1

2n
≤ t

}
= {[2nτ ] ≤ 2nt− 1} =

= ∪[2nt]−1
k=0

{
τ ∈

[
k

2n
,
k + 1

2n

)}
=

{
τ <

[2nt]

2n

}
∈ F [2nt]

2n +
⊂ Ft+,

ÿêi íàçèâàþòü äèñêðåòíîþ àïðîêñèìàöi¹þ äëÿ τ : τn ↓ τ .

Ïðèêëàä (ìàðêîâiñòü ìîìåíòó âõîäæåííÿ äî ìíîæèíè). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

τA = inf {s ≥ 0 : Ws ∈ A} , A ∈ B (R) ,

ìîìåíò äîñÿãíåííÿ (�rst entry time) ïðîöåñîì Âiíåðà ìíîæèíè A. Íåõàé
F òà G � âiäïîâiäíî äåÿêà çàìêíåíà òà âiäêðèòà ïiäìíîæèíè R, òîäi τF ¹
ìàðêîâñüêèì ìîìåíòîì âiäíîñíî {Ft}, à τG � âiäíîñíî {Ft+}22.

Âiäìiòèìî, ùî âíàñëiäîê óçãîäæåíîñòi äîñòàòíüî äîâåñòè ìàðêîâiñòü
âiäíîñíî íàòóðàëüíî¨ ôiëüòðàöi¨. Ïîäiÿ {inf {s ≥ 0 : Ws ∈ F} ≤ t}
åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî

∀n ∈ N : ∃s ∈ (0, t) ∩Q,∃x ∈ F ∩Q : Ws ∈
(
x− 1

n
;x+

1

n

)
.

Òîáòî,

{τF ≤ t} = ∩n∈N ∪s∈(0,t)∩Q ∪x∈F∩Q
{
Ws ∈

(
x− 1

n
;x+

1

n

)}
∈ FW

t .

Äëÿ ìîìåíòó äîñÿãíåííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè ìà¹ìî, ùî

{τG ≤ t} = ∩s>t,s∈Q {τG < s} = ∩s>t,s∈Q ∪r∈(0,s)∩Q {Wr ∈ G} ∈ FW
t+ .

Çàçíà÷èìî, ùî τG ìîæå i íå áóòè ìàðêîâñüêèì ìîìåíòîì âiäíîñíî {Ft}: â
ìîìåíò t ïðîöåñ ìîæå äîñÿãòè ìåæó ìíîæèíè G, ïðè öüîìó ìîæå çàéòè â
ìíîæèíó, à ìîæå i íå çàéòè.

Íåõàé τ � ìàðêîâñüêèé ìîìåíò âiäíîñíî {Ft}, âèçíà÷èìî σ-àëãåáðè,
ïîðîäæåíi ìîìåíòîì τ ÿê

Fτ = {A ∈ F∞ : A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft,∀t ≥ 0}

òà
Fτ+ = {A ∈ F∞ : A ∩ {τ < t} ∈ Ft,∀t ≥ 0} .

Âïðàâà 3.7. Ïîêàçàòè, ùî Fτ òà Fτ+ � σ-àëãåáðè, òà äëÿ τ ≡ t: Fτ = Ft.
22Çà óìîâ ðåãóëÿðíîñòi ôiëüòðàöi¨ ìàðêîâiñòü τA, ∀A ∈ B (R) , âèïëèâà¹ iç âëàñòèâîñòåé çàãàëüíèõ

ìàðêîâñüêèõ ïðîöåñiâ. Äèâ., íàïðèêëàä, Ãëàâà 4 â Äûíêèí Å. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû. Ì.: Ôèçìàòãèç, 1963.
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Ëåìà 3.2 (ïðî σ-àëãåáðè, ïîðîäæåíi ìàðêîâñüêèì ìîìåíòîì). Íåõàé
{τj, j ∈ N} � ìàðêîâñüêi ìîìåíòè âiäíîñíî {Ft}. Òîäi

1) τj ¹ Fτj-âèìiðíîþ â.â.;
2) ßêùî τj ≤ τj+1 ì.í., òî Fτj ⊂ Fτj+1

;
3) ßêùî τj ↓ τ , òî Fτ+ = ∩j∈NFτj+.

Äîâåäåííÿ. 1) Ïîêàæåìî, ùî ∀s ≥ 0 {τj ≤ s} ∈ Fτj :

{τj ≤ s} ∩ {τj ≤ t} = {τj ≤ s ∧ t} ∈ Fs∧t ⊂ Ft,∀t ≥ 0.

2) Íåõàé A ∈ Fτj , òîäi ∀t ≥ 0:

A ∩ {τj+1 ≤ t} = A ∩ {τj+1 ≤ t} ∩ {τj ≤ τj+1} =

= A ∩ {τj ≤ t} ∩ {τj+1 ≤ t} ∈ Ft.

Òîáòî, A ∈ Fτj+1
i çíà÷èòü Fτj ⊂ Fτj+1

.
3) Ç îäíi¹¨ ñòîðîíè çà ðåçóëüòàòîì 2) ç τj ≥ τ , ∀j ∈ N îäåðæó¹ìî

∩j∈NFτj+ ⊃ Fτ+.

Ç iíøî¨, ÿêùî A ∈ Fτj+, ∀j ∈ N, òî

A ∩ {τ < t} = A ∩ ∪j∈N {τj < t} = ∪j∈NA ∩ {τj < t} ∈ Ft.

Çâiäêè ∩j∈NFτj+ ⊂ Fτ+.

Âïðàâà 3.8. Íåõàé τ1, τ2 � ìàðêîâñüêi ìîìåíòè âiäíîñíî {Ft}. Ïîêàçàòè, ùî

Fτ1∧τ2 = Fτ1 ∩ Fτ2

òà
{τ1 < τ2} , {τ1 = τ2} ∈ Fτ1 ∩ Fτ2.

Çàâäàííÿ 16. Íåõàé {ξt, t ≥ 0} � ïðîãðåñèâíî âèìiðíèé â.ï., τ � ìîìåíò
çóïèíêè âiäíîñíî ïîòîêó {Ft}. Ïîêàçàòè, ùî òîäi ξτ ∈ Fτ .

Ìàðòèíãàëüíà âëàñòèâiñòü ïðîöåñó Âiíåðà âiäêðèâà¹ äîñòóï äî øèðîêî
ñïåêòðó ðåçóëüòàòiâ äëÿ íåïåðåðâíèõ ìàðòèíãàëiâ23.

Òåîðåìà 3.15 (Äóáà ïðî îïòèìàëüíó çóïèíêó). Íåõàé {Xt, t ≥ 0} �
iíòåãðîâíèé íåïåðåðâíèé ìàðòèíãàë âiäíîñíî {Ft}, òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ
îáìåæåíèõ ì.ç. τ1 ≤ τ2 âiäíîñíî {Ft} (∃K : τ1, τ2 ≤ K ì.í.) ìà¹ìî

E [Xτ2|Fτ1] = Xτ1

òà
EXτ1 = EXτ2 = EX0.

23Îãëÿä îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèâ., íàïðèêëàä, â Ãèõìàí È.È., Ñêîðîõîä À.Â. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ. Ì.: Íàóêà, 1975. Òîì III, Ãëàâà I, �1.
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Âiäìiòèìî, ùî â óìîâi òåîðåìè îáìåæåíiñòü ì.ç. ìîæíà çàìiíèòè íà
E |Xτi| < ∞ òà E

[
XkI{τi>k}

]
−→
k→∞

0 (ðiâíîìiðíó iíòåãðîâíiñòü)24. ßê íàñëiäîê

öi¹¨ òåîðåìè ìà¹ìî.

Òåîðåìà 3.16 (ïðî ðiâíiñòü Âàëüäà äëÿ W ). Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ
Âiíåðà âiäíîñíî ôiëüòðàöi¨ {Ft} i íåõàé τ � ì.ç. âiäíîñíî {Ft}. ßêùî
âèêîíàíà óìîâà Eτ <∞, òî Wτ ∈ L2 (Ω) òà

EWτ = 0, EW 2
τ = Eτ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè {τ ∧ t}t≥0 � ñiì'ÿ îáìåæåíèõ ì.ç., òî çà òåîðåìîþ Äóáà
ïðî îïòèìàëüíó çóïèíêó {Wτ∧t, t ≥ 0} � ìàðòèíãàë âiäíîñíî {Fτ∧t}, çîêðåìà

EWτ∧t = EW0 = 0.

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíîñòi Äóáà äëÿ ìàðòèíãàëiâ ç p = 2, âèâîäèìî ùî

EW 2
τ∧t ≤ E

(
sup
s≤t

W 2
s

)
≤ 4EW 2

t = 4t,

òîáòî, Wτ∧t ∈ L2 (Ω). Çà òåîðåìàìè ïðî ìàðòèíãàëüíó âëàñòèâiñòü ïðîöåñó
Âiíåðà òà Äóáà ïðî îïòèìàëüíó çóïèíêó{

Mt = W 2
τ∧t − τ ∧ t, t ≥ 0

}
� ìàðòèíãàë âiäíîñíî {Fτ∧t}, i çíà÷èòü,

EMt = EM0 = 0.

Çâiäêè,
EW 2

τ∧t = Eτ ∧ t.
Ïîêàæåìî, ùî {Wτ∧t, t ≥ 0} óòâîðþ¹ ïî t ïîñëiäîâíiñòü Êîøi â L2 (Ω):

E (Wτ∧t −Wτ∧s)
2 = E (τ ∧ t) + E (τ ∧ s)− 2E (Wτ∧tWτ∧s) .

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå îñòàííié äîäàíîê. Ó âèïàäêó s < t îòðèìà¹ìî

E (Wτ∧tWτ∧s) = E (Wτ∧sE (Wτ∧t|Fτ∧s)) = EW 2
τ∧s = Eτ ∧ s.

Çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü ìà¹ìî

E (Wτ∧t −Wτ∧s)
2 = E (τ ∧ t− τ ∧ s)→ 0, t, s→∞,

Òîäi ç P {τ <∞} = 1 òà íåïåðåðâíîñòi ì.í. Wt ìà¹ìî, ùî

l.i.m.Wτ∧t = Wτ .

24Äèâ., íàïðèêëàä, A.18 Theorem â Schilling R.L., Partzsch L. Brownian Motion. � Berlin: de Gruyter,
2012.
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Çîêðåìà, Wτ ∈ L2 (Ω) i çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü

EW 2
τ = lim

t→∞
EW 2

t∧τ = lim
t→∞

Eτ ∧ t = Eτ.

Áiëüø òîãî, îñêiëüêè çi çáiæíîñòi â L2 (Ω) âèïëèâà¹ çáiæíiñòü â L1 (Ω),
âèâîäèìî, ùî EWτ = lim t→∞EWt∧τ = 0.

Íàñëiäîê 3.1 (ïðî éìîâiðíiñòü âèõîäó Wt ç iíòåðâàëó). Íåõàé {Wt, t ≥ 0} �
ïðîöåñ Âiíåðà,

τ (x, T ) = inf {t ≥ 0 : Wt 6∈ (x− T, x)}
� ìîìåíò âèõîäó ç iíòåðâàëó (x− T, x), 0 ≤ x ≤ T , òîäi

P
{
Wτ(x,T ) = x− T

}
=
x

T
, P
{
Wτ(x,T ) = x

}
= 1− x

T

òà
Eτ (x, T ) = x (T − x) .

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî t∧ τ (x, T ) îáìåæåíèé ìîìåíò çóïèíêè. Îñêiëüêè
Wt∧τ(x,T ) ∈ [x− T, x], îäåðæó¹ìî

∣∣Wτ(x,T )∧t
∣∣ ≤ (T − x)∨x, i òîäi çà òåîðåìàìè

ïðî ìàðòèíãàëüíó âëàñòèâiñòü ïðîöåñó Âiíåðà òà Äóáà ïðî îïòèìàëüíó
çóïèíêó

Et ∧ τ (x, T ) = EW 2
t∧τ(x,T ) ≤ (T − x)2 ∨ x2.

Çâiäêè çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü

Eτ (x, T ) ≤ (T − x)2 ∨ x2 <∞.

Îòæå, çà òåîðåìîþ ïðî ðiâíiñòü Âàëüäà äëÿ W îäåðæó¹ìî

0 = EWτ(x,T ) = (x− T )P
{
Wτ(x,T ) = x− T

}
+ xP

{
Wτ(x,T ) = x

}
.

Îñêiëüêè τ (x, T ) <∞ ì.í., ìà¹ìî ùå îäíå ðiâíÿííÿ

P
{
Wτ(x,T ) = x− T

}
+ P

{
Wτ(x,T ) = x

}
= 1.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó ðiâíÿíü, îòðèìà¹ìî ðîçïîäië äëÿ Wτ(x,T ). I òîäi äëÿ
î÷iêóâàíîãî çíà÷åííÿ ìîìåíòó âèõîäó ç iíòåðâàëó ìà¹ìî

Eτ (x, T ) = EW 2
τ(x,T ) = (T − x)2 P

{
Wτ(x,T ) = x− T

}
+

+ x2P
{
Wτ(x,T ) = x

}
=

(T − x)2 x

T
+
x2 (T − x)

T
= Tx− x2 = (T − x)x.

Íàñëiäîê 3.2 (ïðî î÷iêóâàíèé ìîìåíò äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ). Íåõàé {Wt, t ≥ 0}
� ïðîöåñ Âiíåðà,

τx = inf {t ≥ 0 : Wt = x}
� ìîìåíò äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ x ∈ R. Òîäi P {τx <∞} = 1 òà Eτx =∞.
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Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî

sup
t≥0

Wt ≥ sup
n∈N

Wn = sup
n∈N

n∑
k=1

ξk,

äå ξk = Wk − Wk−1 ∼ N (0, 1). Çà âëàñòèâîñòÿìè âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ
îòðèìà¹ìî, ùî supn∈N

∑n
k=1 ξk = ∞ ì.í., àíàëîãi÷íî infn∈N

∑n
k=1 ξk = −∞

ì.í. Òîáòî,

P

{
sup
t≥0

Wt =∞, inf
t≥0

Wt = −∞
}

= 1,

à îòæå P {τx <∞} = 1, ∀x ∈ R.
Ç ðiâíîñòi P {τx <∞} = 1 ìà¹ìî, ùî Wτx = x ì.í. òà EWτx = x, ùî

ñóïåðå÷èòèìå òåîðåìi ïðî ðiâíiñòü Âàëüäà äëÿ W , ÿêùî Eτx < ∞. Îòæå
ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî Eτx =∞.

Òåîðåìà 3.17 (ïðî ãåíåðàòðèñó ìîìåíòó äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ äëÿ Wt). Íåõàé
{Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà, òîäi ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ðîçïîäiëó ìîìåíòó
äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ τx, x ∈ R, âèçíà÷åíå ÿê

Ee−sτx = e−|x|
√

2s, s ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ ïðî ìàðòèíãàëüíó âëàñòèâiñòü ïðîöåñó Âiíåðà
ïðîöåñ {

W̃t = erWt− 1
2r

2t, t ≥ 0
}

¹ ìàðòèíãàë âiäíîñíî {Ft}, òîäi çà òåîðåìîþ Äóáà ïðî îïòèìàëüíó çóïèíêó
ìà¹ìî

1 = EW̃0 = EW̃t∧τx = EerWt∧τx− 1
2r

2t∧τx.

Îñêiëüêè Wt∧τx ≤ x äëÿ x > 0, ìà¹ìî òàêó îöiíêó çâåðõó òà çíèçó äëÿ W̃t∧τx:

0 ≤ erWt∧τx− 1
2r

2t∧τx ≤ erx,

òîäi

lim
t→∞

W̃t∧τx =

{
erWτx− 1

2r
2τx, τx <∞,

0, τx =∞.
Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü

1 = EerWt∧τx− 1
2r

2t∧τx → erxE
[
e−

1
2r

2τx1{τx<∞}

]
.

Çâiäêè
E
[
e−

1
2r

2τx1{τx<∞}

]
= e−rx.

Çðîáèâøè çàìiíó 1
2r

2 = s, ìàòèìåìî

E
[
e−sτx1{τx<∞}

]
= e−

√
2sx.

Äëÿ x < 0 çàñòîñó¹ìî àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, âçÿâøè −r çàìiñòü r.
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3.3.Ïðîöåñ Âiíåðà âiäíîñíî ñòîõàñòè÷íîãî áàçèñó

Íåõàé {Ω,F ,P} � ïîâíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið, {Ft}t≥0 � ïîâíà
íåïåðåðâíà ñïðàâà ôiëüòðàöiÿ òà θ = {θt, t ≥ 0} � íàïiâãðóïà îïåðàòîðiâ íà
Ω:

θ0ω = ω, θu ◦ θtω = θt+uω, t, u ≥ 0.

Îïåðàòîðè θt íàçèâàþòü îïåðàòîðàìè çñóâó, à ñóêóïíiñòü îá'¹êòiâ
{Ω,F , {Ft} , θ,P} � ñòîõàñòè÷íèì áàçèñîì.

Âèçíà÷åííÿ. Ïðîöåñ {Wt, t ≥ 0} íàçèâàþòü ïðîöåñîì Âiíåðà íà
ñòîõàñòè÷íîìó áàçèñi {Ω,F , {Ft} , θ,P}, ÿêùî Wt ¹ ïðîöåñîì Âiíåðà âiäíîñíî
ôiëüòðàöi¨ {Ft} òà ¹ àäèòèâíèé ïî θ:

Wt+u = Wt +Wu ◦ θt, t, u ≥ 0.

ßêùî ïðèïóñòèòè ùî Ω � óñi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà R+ ç ω0 = 0, òîäi
θtω ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âiäîáðàæåííÿ

u→ ωt+u − ωt,

à ñàì ïðîöåñ Âiíåðà ÿê Wt = ωt. Ïðè öüîìó ñóïåðïîçèöiÿ Wu ◦ θt âèçíà÷à¹
ïðèðiñò ïðîöåñó íà ïðîìiæêó ÷àñó äîâæèíîþ u òà ïî÷àòêîì â t (äèâ.
ðèñ. 3.10.).

ßêùî {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà âiäíîñíî íàòóðàëüíî¨ ôiëüòðàöi¨, òî
âií ¹ ïðîöåñîì Âiíåðà i âiäíîñíî ïîïîâíåíîãî ïðàâîãî çàìèêàííÿ ôiëüòðàöi¨.
Òîáòî ïðîöåñ Âiíåðà âiäíîñíî íàòóðàëüíî¨ ôiëüòðàöi¨ ìîæíà äîâèçíà÷èòè äî
ïðîöåñó íà ñòîõàñòè÷íîìó áàçèñi. Ïåðåôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó ïðî ìàðêîâñüêó
âëàñòèâiñòü ïðîöåñó Âiíåðà â òàêié ôîðìi.

Òåîðåìà 3.18 (ïðî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü äëÿWt íà ñòîõàñòè÷íîìó áàçèñi).
Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà íà ñòîõàñòè÷íîìó áàçèñi, òîäi äëÿ áóäü-
ÿêî¨ îáìåæåíî¨ â.â. ξ ∈ FW

∞ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

E [ξ ◦ θt|Ft] = Eξ, t ≥ 0.

s

Wu ◦ θtWs

t

u

Ðèñ. 3.10. Àäèòèâíiñòü ïðîöåñó Âiíåðà
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Çàóâàæèìî, ùî óìîâó îáìåæåíîñòi ìîæíà ïîì'ÿêøèòè äî
óìîâè äîäàòíîñòi àáî àáñîëþòíî¨ iíòåãðîâíîñòi. Çàñòîñîâóþ÷è ïîíÿòòÿ
ñòîõàñòè÷íîãî áàçèñó, ìîæåìî ïîñèëèòè äàíå òâåðäæåííÿ, çàìiíèâøè
äåòåðìiíîâàíó âåëè÷èíó t íà äåÿêèé ìàðêîâñüêèé ìîìåíò.

Ñòðîãî ìàðêîâñüêà âëàñòèâiñòü

Òåîðåìà 3.19 (ïðî ñòðîãî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü äëÿWt íà ñòîõàñòè÷íîìó
áàçèñi). Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà íà ñòîõàñòè÷íîìó áàçèñi, τ �
äåÿêèé ìàðêîâñüêèé ìîìåíò âiäíîñíî {Ft}. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ F̄W

∞ -âèìiðíî¨
îáìåæåíî¨ â.â. ξ ìà¹ìî

E
[
ξ ◦ θτ1{τ<∞}|Fτ

]
= (Eξ)1{τ<∞}.

Çîêðåìà, ÿêùî τ � ì.ç., òî

{Wu ◦ θτ = Wu+τ −Wτ , u ≥ 0}

¹ ïðîöåñîì Âiíåðà íåçàëåæíèì âiä Fτ .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ

E [ξ|F ] = E
[
ξ+|F

]
− E

[
ξ−|F

]
,

òîìó äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ëèøå âèïàäîê îáìåæåíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ â.â. Êðiì
òîãî, äëÿ äîâiëüíî¨ â.â. ξ ∈ F̄W

∞ iñíó¹ â.â. ξ0 ∈ FW
∞ : ξ = ξ0 ì.í., òîìó íàäàëi

ðîçãëÿäàòèìå ëèøå FW
∞ -âèìiðíi â.â.

Îñêiëüêè (Eξ)1{τ<∞} ¹ Fτ -âèìiðíà, òî äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ
óìîâè áàëàíñó:

∀A ∈ Fτ : E1A (ξ ◦ θτ)1{τ<∞} = E1A (Eξ)1{τ<∞}.

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî τ íàáóâà¹ çíà÷åííÿ ç äåÿêî¨ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè
D ⊂ R, òîäi

{τ <∞} = ∪t∈D {τ = t} iA ∩ {τ = t} ∈ Ft, t ≥ 0.

Çâiäêè, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó Ëåáåãà ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü

E1A (ξ ◦ θτ)1{τ<∞} = Eξ ◦ θτ
∑
t∈D

1A∩{τ=t} =
∑
t∈D

Eξ ◦ θt1A∩{τ=t}.

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó ïîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ïðèõîäèìî äî∑
t∈D

E
(
1A∩{τ=t}E (ξ ◦ θt|Ft)

)
,

ùî çà òåîðåìîþ ïðî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü äëÿ Wt íà ñòîõàñòè÷íîìó áàçèñi
äîðiâíþ¹ ∑

t∈D

E
(
1A∩{τ=t}

)
Eξ = E

(
1A∩{τ<∞}

)
Eξ.
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Äàëi, íåõàé τ íåîáîâ'ÿçêîâî çëi÷åííîçíà÷íà, àëå ξ ìîæíà ïîäàòè ÿê
f (Wu), u > 0, äå f � äåÿêà íåïåðåðâíà îáìåæåíà âèìiðíà ôóíêöiÿ. Âèçíà÷èìî
ïîñëiäîâíiñòü {τn} ÿê äèñêðåòíó àïðîêñèìàöiþ äëÿ τ : τn � çëi÷åííîçíà÷íi,
τn ↓ τ òà τn <∞ íà ïîäi¨ τ <∞. Îñêiëüêè ïîäiÿ

A ∩ {τ <∞} ∈ Fτ ⊂ Fτn,

çà äîâåäåíèì âèùå ìà¹ìî òàêó ðiâíiñòü

E (f (Wu) ◦ θτn)1A∩{τ<∞} = E1A∩{τ<∞} (Ef (Wu)) .

Âðàõîâóþ÷è, ùî ïðîöåñWt ìà¹ íåïåðåðâíi òðà¹êòîði¨ i ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà,
ìà¹ìî

f (Wu) ◦ θτn → f (Wu) ◦ θτ ì.í.
i çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü

E (f (Wu) ◦ θτn)1A∩{τ<∞} → E (f (Wu) ◦ θτ)1A∩{τ<∞}.

Òîáòî óìîâà áàëàíñó äëÿ â.â. ξ = f (Wu) äîâåäåíà.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî f � îáìåæåíà íåâiä'¹ìíà âèìiðíà ôóíêöiÿ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D êëàñ áîðåëåâèõ ìíîæèí B ∈ B (R), äëÿ ÿêèõ óìîâà
áàëàíñó âèêîíàíà ç

f (Wu) = 1B (Wu) .

Êëàñ D óòâîðþ¹ d-ñèñòåìó. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Z � êëàñ çàìêíåíèõ ìíîæèí ç
B (R). Âðàõîâóþ÷è, ùî ∀B ∈ Z iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ
ôóíêöié {fn} òàêèõ, ùî fn ↑ 1B, çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü
B ∈ D. Îñêiëüêè Z � π-ñèñòåìà i σ (Z) = B (R), çà òåîðåìîþ ïðî π−d ñèñòåìó
Äèíêiíà B (R) ⊂ D.

Áóäü-ÿêó îáìåæåíó âèìiðíó íåâiä'¹ìíó ôóíêöiþ f ìîæíà
àïðîêñèìóâàòè ïîñëiäîâíiñòþ ïðîñòèõ áîðåëåâèõ ôóíêöié fn ↑ f . Îòæå,
çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü óìîâà áàëàíñó äîâåäåíà äëÿ
òàêèõ ôóíêöié.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð â.â. âèäó

ξn = f1 (Wu1) . . . fn
(
Wun −Wun−1

)
äëÿ äåÿêèõ îáìåæåíèõ íåâiä'¹ìíèõ áîðåëåâèõ ôóíêöié f1, . . . , fn òà 0 < u1 <
< . . . < un. Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Âèïàäîê n = 1
áóâ äîñëiäæåíèé âèùå. Ïðèïóñòèìî, ùî óìîâà áàëàíñó âèêîíàíà äëÿ ξn òà
ïîêàæåìî, ùî âîíà ìà¹ ìiñöå òîäi i äëÿ

ξn+1 = ξnfn+1

(
Wun+1

−Wun

)
= ξnfn+1

(
Wun+1−un

)
◦ θun.

Âðàõîâóþ÷è, ùî
ξn ◦ θτ ∈ Fτ+un, θun ◦ θτ = θτ+un
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òà
E (·|Fτ) = E (E (·|Fτ+un) |Fτ) ,

ìà¹ìî

E
(
ξn+1 ◦ θτ1{τ<∞}∩A|Fτ

)
= E

(
E
(
ξn+1 ◦ θτ1{τ<∞}∩A|Fτ+un

)
|Fτ
)

=

= E
(
E
((
ξnfn+1

(
Wun+1−un

)
◦ θun

)
◦ θτ1{τ<∞}∩A|Fτ+un

)
|Fτ
)

=

= E
(
E
(
ξn ◦ θτ · fn+1

(
Wun+1−un

)
◦ θun+τ1{τ<∞}∩A|Fτ+un

)
|Fτ
)

=

= E
(
ξn ◦ θτ1AE

(
fn+1

(
Wun+1−un

)
◦ θun+τ1{τ+un<∞}|Fτ+un

)
|Fτ
)

=

= E
(
ξn ◦ θτ1AE

(
fn+1

(
Wun+1−un

))
1{τ<∞}|Fτ

)
=

= E
(
ξn ◦ θτ1{τ<∞}∩A|Fτ

)
E
(
fn+1

(
Wun+1−un

))
=

= E (ξn)1{τ<∞}∩AE
(
fn+1

(
Wun+1−un

))
= E (ξn+1)1{τ<∞}∩A.

Îòæå, óìîâà áàëàíñó äîâåäåíà äëÿ ξn. Áîðåëåâi ôóíêöi¨ âèäó

f (x1, . . . , xn) = f1 (x1) . . . fn (xn)

âèçíà÷àþòü B (Rn). Çà òåîðåìîþ ïðî π−d ñèñòåìó Äèíêiíà ìà¹ìî, ùî óìîâà
áàëàíñó âèêîíó¹òüñÿ äëÿ â.â.

ξ = f
(
Wu1, . . . ,Wun −Wun−1

)
,

äå f � äåÿêà áîðåëåâà ôóíêöiÿ òà 0 < u1 < . . . < un. Îñêiëüêè
ïðèðîñòè ïðîöåñó W âèçíà÷àþòü σ-àëãåáðó FW

∞ , îñòàòî÷íå äîâåäåííÿ ìà¹ìî,
çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî π − d ñèñòåìó Äèíêiíà ùå ðàç.

Ôóíêöiîíàëè ïðîöåñó Âiíåðà

Ïðîàíàëiçó¹ìî äåòàëüíî ìîìåíò äîñÿãíåííÿ äîäàòíîãî ðiâíÿ{
τ+
x , x ≥ 0

}
òà ïðîöåñ ìàêñèìàëüíèõ çíà÷åíü{

W+
t = sup

s≤t
Ws, t ≥ 0

}
.

Âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ öèõ õàðàêòåðèñòèê ¹ òå, ùî âîíè ¹ îáåðíåííÿì îäíà
îäíî¨:

τ+
x = inf

{
t > 0 : W+

t > x
}

òà
W+

t = inf
{
x ≥ 0 : τ+

x > t
}
.

Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî âíàñëiäîê âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íîñòi ïðîöåñó Âiíåðà
ìîìåíò äîñÿãíåííÿ âiä'¹ìíîãî ðiâíÿ

τ−x = inf {t > 0 : Wt < x} , x < 0,

156



ìà¹ òîé ñàìèé ðîçïîäië, ùî i ìîìåíò äîñÿãíåííÿ äîäàòíîãî ðiâíÿ −x. Òîáòî,
ó âñòàíîâëåíèõ íèæ÷å ñïiââiäíîøåííÿõ äëÿ τ+

x , x ≥ 0, äîñòàòíüî çàìiíèòè x
íà −x äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè äëÿ τ−−x. Êðiì òîãî, äëÿ
ïðîöåñó ìiíiìàëüíèõ çíà÷åíü

W−
t = inf

s≤t
Wt,

ìîæíà çàñòîñóâàòè òîé ôàêò, ùî W+
t òà −W−

t ìàþòü îäíàêîâèé ðîçïîäië
(âïðàâà).

Òåîðåìà 3.20 (ïðî ìîìåíò ïîòðàïëÿííÿ äî [x,∞) äëÿ W ). Íåõàé x > 0 òà
ïîçíà÷èìî

τ+
x− = inf {t > 0 : Wt ∈ [x,∞)} = inf {t > 0 : Wt = x} .

Òîäi τ+
x− ¹ ìàðêîâñüêèì ìîìåíòîì âiäíîñíî

{
FW
t

}
òà τ+

x− = τ+
x ì.í.

Äîâåäåííÿ. Çà ïîáóäîâîþτ+
x− ≤ τ+

x ì.í. Çà òåîðåìîþ ïðî î÷iêóâàíèé ìîìåíò
äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ P {τ+

x <∞} = 1, òîäi òàêîæ P
{
τ+
x− <∞

}
= 1 i çà

òåîðåìîþ ïðî ñòðîãî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü äëÿWt íà ñòîõàñòè÷íîìó áàçèñi{
Wu ◦ θτ+x−, u ≥ 0

}
¹ ïðîöåñîì Âiíåðà. Âðàõîâóþ÷è, ùî

τ+
x = τ+

x− + τ+
0 ◦ θτ+x−,

âiäïîâiäíó ðiâíiñòü ìà¹ìî çà òåîðåìîþ ïðî ïîâåäiíêó W â íóëi.

Òåîðåìà 3.21 (ïðî ïðèíöèï âiääçåðêàëþâàííÿ). Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ
Âiíåðà, òîäi

{
W̃t, t ≥ 0

}
, äå

W̃t =

{
Wt, t ≤ τ+

x ,

x− (Wt − x) , t > τ+
x ,

òàêîæ ¹ ïðîöåñîì Âiíåðà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé C[0,∞) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà [0,∞) òà C
0[0,∞) �

ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié [0,∞), ÿêi â íóëi äîðiâíþþòü íóëþ. Âèçíà÷èìî
âiäîáðàæåííÿ ψ : C[0,∞) × [0,∞)× C

0[0,∞) → C[0,∞) òàêèì ÷èíîì

ψ (f, t0, g) =

{
f (t) , t ≤ t0,

f (t0) + g (t− t0) , t > t0,

òà çàäàìî â.ï.

ξt =

{
Wt, t ≤ τ+

x ,

x, t > τ+
x .
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Îñêiëüêè çà ëåìîþ ïðî σ-àëãåáðè, ïîðîäæåíi ìàðêîâñüêèì ìîìåíòîì, τ+
x ¹

Fτ+x -âèìiðíîþ i ∀B ∈ B (R):

{ξt ∈ B} ∩
{
τ+
x ≤ t

}
∈ Ft,

îòðèìà¹ìî, ùî ξt ¹ Fτ+x -âèìiðíèì äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 0. Âèçíà÷èìî òàêîæ
ïðîöåñ

ηt = Wτ+x +t −Wτ+x ,

ÿêèé çà òåîðåìîþ ïðî ñòðîãî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü äëÿ Wt íà
ñòîõàñòè÷íîìó áàçèñi ¹ ïðîöåñîì Âiíåðà, íåçàëåæíèì âiä Fτ+x .

Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ïåðåòâîðåííÿ ïðîöåñó Âiíåðà, ìà¹ìî ηt ∼
−ηt, òîäi ψ (ξ·, τ

+
x , η·) ∼ ψ (ξ·, τ

+
x ,−η·), äå

ψ
(
ξt, τ

+
x , ηt

)
=

{
ξt, t ≤ τ+

x ,

ξτ+x + ηt−τ+x , t > τ+
x ,

=

=

{
Wt, t ≤ τ+

x ,

Wτ+x +Wτ+x +(t−τ+x ) −Wτ+x , t > τ+
x ,

= Wt,

òà, âðàõîâóþ÷è ùî Wτ+x = x,

ψ
(
ξt, τ

+
x ,−ηt

)
=

{
Wt, t ≤ τ+

x ,

Wτ+x −
(
Wτ+x +(t−τ+x ) −Wτ+x

)
, t > τ+

x ,
= W̃t.

Òåîðåìà 3.22 (ïðî ñïiëüíèé ðîçïîäiëW+ òàW ). Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ
Âiíåðà, òîäi äëÿ x ≥ 0, y ≤ x:

P
{
W+

t ≥ x,Wt < y
}

= P {Wt > 2x− y} .

Çâiäêè

fW+
t ,Wt

(x, y) =

{√
2
π

(2x−y)√
t3
e−

(2x−y)2
2t , x ≥ 0, y ≤ x,

0, â ií. âèïàäêó,

òà

fW+
t

(x) =

{√
2
πte
−x

2

2t , x ≥ 0,

0, â ií. âèïàäêó,

òîáòî, W+
t ìà¹ óñi÷åíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè {
W+

t ≥ x
}

=
{
τ+
x ≤ t

}
,
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Wt

tτ+x

x
W̃t

Ðèñ. 3.11. Âiääçåðêàëåíèé ïðîöåñ

ìà¹ìî
P
{
W+

t ≥ x,Wt < y
}

= P
{
τ+
x ≤ t,Wt < y

}
.

Íà ìíîæèíi {τ+
x ≤ t} âiääçåðêàëåíèé ïðîöåñ W̃t = 2x−Wt (äèâ. ðèñ. 3.11.),

òîìó

P
{
τ+
x ≤ t,Wt < y

}
= P

{
τ+
x ≤ t, W̃t > 2x− y

}
.

Ìîìåíò äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ x äëÿ ïðîöåñiâ W òà W̃ ìà¹ îäíàêîâèé ðîçïîäië,
çâiäêè ìà¹ìî, ùî

P
{
τ+
x ≤ t, W̃t > 2x− y

}
= P

{
τ+
x ≤ t,Wt > 2x− y

}
.

Çà óìîâîþ òåîðåìè x− y ≥ 0, à òîìó 2x− y ≥ x, à çíà÷èòü, {Wt > 2x− y} ⊂
{τ+

x ≤ t} i ïðèõîäèìî äî øóêàíî¨ ðiâíîñòi äëÿ P
{
W+

t ≥ x,Wt < y
}
.

Âðàõîâóþ÷è ùî Wt ìà¹ ðîçïîäië N (0, t), îäåðæèìî

P {Wt > 2x− y} = 1−
∫ 2x−y√

t

−∞

1√
2π
e−

z2

2 dz.

Çâiäêè äëÿ x ≥ 0, y ≤ x:

fW+
t ,Wt

(x, y) = − ∂2

∂x∂y
P {Wt > 2x− y}

òà äëÿ x ≥ 0: fW+
t

(x) =
∫ x
−∞ fW+

t ,Wt
(x, y) dy.

Íàñëiäîê 3.3 (Áàøåëü¹). Äëÿ äîâiëüíèõ t, y ≥ 0:

P
{
W+

t ≥ y
}

= 2P {Wt ≥ y} = P {|Wt| ≥ y} .

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî x = y â òåîðåìi ïðî ñïiëüíèé ðîçïîäië W+ òà W , òîäi

P
{
W+

t ≥ y,Wt < y
}

= P {Wt > y} .

ßê íàñëiäîê òîãî, ùî {Wt ≥ y} ⊂
{
W+

t ≥ y
}
òà P {Wt = y} = 0, ìà¹ìî

P
{
W+

t ≥ y
}

= P
{
W+

t ≥ y,Wt < y
}

+ P
{
W+

t ≥ y,Wt ≥ y
}

= 2P {Wt ≥ y} .

Äðóãà ðiâíiñòü íàñëiäêó âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi ñèìåòði¨ ïðîöåñó Âiíåðà.
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Âïðàâà 3.9. Çíàéòè ñïiëüíèé ðîçïîäië äëÿ
{
W+

t ,W
+
t −Wt

}
òà ïîêàçàòè, ùî

W+
t ∼ W+

t −Wt ∼ |Wt|.25

Âïðàâà 3.10. Íåõàé x, t > 0, ïîêàçàòè, ùî ðîçïîäië τ+
x çáiãà¹òüñÿ ç

ðîçïîäiëîì x2

ζ2 , äå ζ ∼ N (0, 1) i âiäïîâiäíî, ùî ùiëüíiñòþ öüîãî ðîçïîäiëó
¹

fτ+x (t) =
x√
2πt3

e−
x2

2t .

Òåîðåìà 3.23 (ïðî íåçàëåæíiñòü òà ñòàöiîíàðíiñòü ÷àñó ìiæ ìîìåíòàìè
äîñÿãíåííÿ ðiâíiâ). Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà âiäíîñíî {Ft}, 0 <
< x1 < . . . < xn, òîäi τ

+
x1
, τ+
x2
− τ+

x1
, . . . , τ+

xn
− τ+

xn−1
íåçàëåæíi â.â. òà ðîçïîäië

τ+
xi
− τ+

xi−1
çáiãà¹òüñÿ ç ðîçïîäiëîì τ+

xi−xi−1.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîñòàòíüî äîâåñòè,
ùî τ+

xn
− τ+

xn−1
íå çàëåæèòü âiä τ+

x1
, τ+
x2
− τ+

x1
, . . . , τ+

xn−1
− τ+

xn−2
. Ïåðåïèøåìî

ðiâíiñòü
{
τ+
xi
> t
}

=
{
W+

t < xi
}
òàê{

τ+
xi
> t
}

=
{
W+

t∧τ+xn−1
< xi

}
,

çâiäêè çà ëåìîþ ïðî σ-àëãåáðè, ïîðîäæåíi ìàðêîâñüêèì ìîìåíòîì

τ+
xi
∈ Fτ+xn−1 , i = 1, n− 1.

Êðiì òîãî,

P
{
τ+
xn
− τ+

xn−1
> t
}

= P
{
τ+
xn
− τ+

xn−1
> t, τ+

xn−1
<∞

}
=

= P

{
sup
s≤t

(
Wτ+xn−1+s −Wτ+xn−1

)
< xn − xn−1, τ

+
xn−1

<∞
}

=

= P
{
W+

t ◦ θτ+xn−1 < xn − xn−1

}
.

Îñêiëüêè
{
W+

t ◦ θτ+xn−1 , t ≥ 0
}

íå çàëåæèòü âiä Fτ+xn−1 , îòðèìà¹ìî

íåçàëåæíiñòü τ+
xn
− τ+

xn−1
âiä τ+

xi
, i = 1, n− 1.

Âðàõîâóþ÷è, ùî {
Wτ+xi−1+s −Wτ+xi−1

, s ≥ 0
}

¹ ïðîöåñîì Âiíåðà, îäåðæèìî

P
{
τ+
xi
− τ+

xi−1
> t
}

= P

{
sup
s≤t

(
Wτ+xi−1+s −Wτ+xi−1

)
< xi − xi−1

}
=

25Âiäìiòèìî, ùî ìà¹ ìiñöå áiëüø çàãàëüíèé ðåçóëüòàò: iñíó¹ ïðîöåñ ÂiíåðàW 1
t íåçàëåæíèé âiäWt òàêèé,

ùî ïðîöåñè
{
W+
t −Wt,≥ 0

}
òà
{∣∣W 1

t

∣∣ , t ≥ 0
}
ìàþòü îäíàêîâèé ðîçïîäië. Äèâ. Theorem 2.34 â Morters P.,

Peres Y. Brownian motion. Cambridge: Cambridge University Press, 2010.
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t
τ+x

W+
t

Wt

τ+−x

x

Ðèñ. 3.12. Ïðîöåñ ìîìåíòiâ äîñÿãíåííÿ ðiâíiâ

= P

{
sup
s≤t

Ws < xi − xi−1

}
= P

{
τ+
xi−xi−1 > t

}
.

Ïî¹äíóþ÷è ðàíiøå îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè òàêå
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.24 (ïðî ñiì'þ ìîìåíòiâ äîñÿãíåííÿ ðiâíiâ ÿê â.ï.). Äëÿ ìàéæå
óñiõ ω òðà¹êòîði¨ {τ+

x (ω) , x ≥ 0} íåïåðåðâíi ñïðàâà, ñòðîãî çðîñòàþ÷i ç
τ+

0 = 0 òà limx→∞ τ
+
x = ∞ (ðèñ. 3.12.). Âiäïîâiäíî, ì.í. òðà¹êòîði¨ W+

t

íåñïàäíi íåïåðåðâíi ç W+
0 = 0 òà limt→∞W

+
t =∞. Áiëüø òîãî, {τ+

x , x ≥ 0}
¹ ñòiéêèì ïðîöåñîì Ëåâi ç α = 1

2.

Òåîðåìà 3.25 (ïðî ñïiëüíèé ðîçïîäië ìîìåíòó äîñÿãíåííÿ ìàêñèìóìó
òà ìàêñèìóìó W ). Äëÿ ïðîöåñó Âiíåðà {Wt, t ≥ 0} âèçíà÷èìî ìîìåíò
äîñÿãíåííÿ ìàêñèìóìó ÿê

T+ (t) = inf
{
s > 0 : Ws = W+

t

}
.

Ñïiëüíà ùiëüíiñòü äëÿ
{
T+ (t) ,W+

t

}
ìà¹ âèãëÿä

f (s, x) =

 1

π
√
s(t−s)

x
se
−x

2

2s , 0 < s < t, 0 < x <∞,

0, â ií. âèïàäêó.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâè W+
t = x ìîìåíòè T+ (t) òà τ+

x ìàþòü îäíàêîâèé
ðîçïîäië, çíà÷èòü

f (s, x) = fT+(t)|W+
t =x (s) fW+

t
(x) = fτ+x |W+

t =x (s) fW+
t

(x) = fτ+x ,W+
t

(s, x) .
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Òîáòî äîñòàòíüî çíàéòè ñïiëüíó ùiëüíiñòü äëÿ τ+
x òà W+

t . Çà òåîðåìîþ ïðî
ñòðîãî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü äëÿ Wt íà ñòîõàñòè÷íîìó áàçèñi

W+
t |τ+

x = s ∼ x+ max
0≤u≤t−s

Wu = x+W+
t−s

äëÿ 0 < s ≤ t, i çíà÷èòü, óìîâíà ùiëüíiñòü ìà¹ âèãëÿä

fW+
t |τ+x =s (y) =

√
2

π (t− s)
e−

(y−x)2
2(t−s) , x ≤ y,

à ñïiëüíà ùiëüíiñòü òàêà

fτ+x ,W+
t

(s, y) = fτ+x (s) fW+
t |τ+x =s (y) =

=
x√
2πs3

e−
x2

2s

√
2

π (t− s)
e−

(y−x)2
2(t−s) , 0 < s < t, x ≤ y <∞.

Ïiäñòàâëÿþ÷è y = x, îòðèìà¹ìî ñïiëüíó ùiëüíiñòü äëÿ
{
T+ (t) ,W+

t

}
.

Ïðèêëàä (çàêîí àðêñèíóñà äëÿ ìîìåíòó äîñÿãíåííÿ ìàêñèìóìó). Çíàéäåìî
ôóíêöiþ ðîçïîäiëó äëÿ T+ (t).

Ïðîiíòåãðóâàâøè f (s, x) ïî x â ìåæàõ âiä 0 äî ∞, îòðèìà¹ìî

fT+(t) (s) =
1

π
√
s (t− s)

, 0 < s < t.

Çâiäêè

P {T+ (t) < s} =
2

π
arcsin

√
s

t
, 0 < s < t.

Îòðèìà¹ìî òàê çâàíèé ðîçïîäië àðêñèíóñà. Àíàëiç ùiëüíîñòi äëÿ T+ (t) âêàçó¹
íà òå, ùî íàéáiëüø iìîâiðíî åêñòðåìàëüíi çíà÷åííÿ ïðîöåñ íàáóâà¹ íà êiíöÿõ
âiäðiçêà [0, t] (ðèñ. 3.13.).

Âïðàâà 3.11. Íåõàé η, ζ � íåçàëåæíi N (0, 1)-ðîçïîäiëåíi â.â. Ïîêàçàòè, ùî

P

{
ζ2

η2 + ζ2
< x

}
= P

{
ζ2

η2 + ζ2
> 1− x

}
=

2

π
arcsin

√
x, 0 ≤ x ≤ 1.

fT+(t)(s)

s

t/2

2

πt

t

Ðèñ. 3.13. Ùiëüíiñòü äîñÿãíåííÿ ìàêñèìóìó
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Ïðèêëàä (çàêîí àðêñèíóñà äëÿ íóëiâ ïðîöåñó Âiíåðà26). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

T0 (t) = inf {u > t : Wu = 0} òà T 0 (t) = sup {u ≤ t : Wu = 0}

ìîìåíòè ïåðøîãî äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ 0 ïiñëÿ t òà îñòàííüîãî äîñÿãíåííÿ öüîãî
ðiâíÿ äî t âiäïîâiäíî. Òîäi

{T0 (s) > t} =
{
T 0 (t) < s

}
, 0 ≤ s ≤ t

(äèâ. ðèñ. 3.14.). Çà óìîâîþWt = x, òðèâàëiñòü ïåðøîãî ïðîìiæêó ïiñëÿ t, íà
ÿêîìóW íå äîðiâíþ¹ 0, T0 (t)−t ìà¹ ðîçïîäië ÿê ìîìåíò äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ −x
äëÿ ïðîöåñóW ◦θt (äèâ. ðèñ. 3.15.). Çà òåîðåìîþ ïðî ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü
äëÿ Wt íà ñòîõàñòè÷íîìó áàçèñi öåé ìîìåíò íå çàëåæèòü âiä Wt i çãiäíî ç
âïðàâîþ 3.10 ìà¹ ðîçïîäië ÿê x2

ζ2 , ζ ∼ N (0, 1). Çâiäêè

T0 (t)− t ∼ tη2

ζ2
,

äå η, ζ � íåçàëåæíi N (0, 1)-ðîçïîäiëåíi â.â., òà

P
{
T 0 (t) < s

}
= P {T0 (s) > t} = P {T0 (s)− s > t− s} =

= P

{
sη2

ζ2
> t− s

}
= P

{
ζ2

η2 + ζ2
<
s

t

}
=

2

π
arcsin

√
s

t
, 0 ≤ s ≤ t.

Êðiì òîãî,

P
{
t− T 0 (t) < s

}
= P {T0 (t− s) < t} = P

{
(t− s) η2

ζ2
< s

}
=

26Çàêîíè àðêñèíóñà äëÿ îñòàííüîãî íóëÿ òà ìîìåíòó äîñÿãíåííÿ ìàêñèìóìó òiñíî ïîâ'ÿçàíi. Ìîìåíò
äîñÿãíåííÿ ìàêñèìóìó ïðîöåñîì Âiíåðà âiäïîâiäà¹ îñòàííüîìó íóëþ âiäîáðàæåíîãî ïðîöåñó W+

t −
Wt, ðîçïîäië ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç ðîçïîäiëîì îñòàííüîãî íóëÿ äëÿ ìîäóëÿ äåÿêîãî ïðîöåñó Âiíåðà W 1

íåçàëåæíîãî âiä W , à íóëi äëÿ
∣∣W 1

∣∣ òà W 1 çáiãàþòüñÿ. Êðiì òîãî, ðîçïîäië àðêñèíóñà ìà¹ ÷àñ, ÿêèé
ïðîöåñ Âiíåðà ïåðåáóâà¹ íàä âiññþ x. Äèâ. Theorem 5.26 òà Theorem 5.28 â Morters P., Peres Y. Brownian
motion. Cambridge: Cambridge University Press, 2010.

Ðèñ. 3.14. Îñòàííié íóëü äî t òà ïåðøèé ïiñëÿ
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= P

{
t < s

ζ2 + η2

η2

}
= P

{
η2

η2 + ζ2
<
s

t

}
=

2

π
arcsin

√
s

t
, 0 ≤ s ≤ t.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ast ïîäiþ, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íà ïðîìiæêó (s, t), 0 ≤
s < t, iñíó¹ õî÷à á îäèí íóëü äëÿ W . Òîäi Āst âèçíà÷à¹ ïîäiþ, ùî íà (s, t)
íóëiâ íåìà¹, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ç ïîäi¹þ, ùî îñòàííié ïåðåòèí íóëüîâîãî ðiâíÿ äî
ìîìåíòó t ñòàâñÿ äî s:

{
T 0 (t) < s

}
, à çíà÷èòü

P (Ast) = 1− P
{
T 0 (t) < s

}
=

2

π
arccos

√
s

t
.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ñòàíäàðòíèé ïðîöåñ Âiíåðà. Âèçíà÷èòè ðîçïîäië
ñåðåäíüîãî àðèôìåòè÷íîãî çíà÷åíü ïðîöåñó â òî÷êàõ 0, 1, . . . , n.

2. Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà. Ïîçíà÷èìîXt = Wt−tW1, 0 ≤ t ≤ 1.
Çíàéòè E (XsXt) äëÿ 0 < s, t < 1.

3. Íåõàé
{
W

(1)
t , t ≥ 0

}
òà
{
W

(2)
t , t ≥ 0

}
� íåçàëåæíi ïðîöåñè Âiíåðà.

Çíàéòè P
{
ρ
(
W

(1)
t ,W

(2)
t

)
< d
}
, äå ρ � ìåòðèêà Åâêëiäà òà d � äåÿêà

êîíñòàíòà.

4. Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ñòàíäàðòíèé ïðîöåñ Âiíåðà. Ïîêàçàòè ùî τ+
x− =

= inf {t > 0 : Wt = x} ¹ ìàðêîâñüêèì ìîìåíòîì âiäíîñíî
{
FW
t

}
.

5. Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ñòàíäàðòíèé ïðîöåñ Âiíåðà, Xt = 2t+Wt òà τ (x, T )
� ìîìåíò âèõîäó ïðîöåñó Xt ç iíòåðâàëó (x− T, x). Çíàéòè éìîâiðíiñòü
òîãî, ùî ïðîöåñ Xt äîñÿãíå ãðàíèöþ x ðàíiøå çà ãðàíèöþ x− T .

Ðèñ. 3.15. Çàëèøêîâèé ÷àñ äî ìîìåíòó ïåðøîãî äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ 0 ïiñëÿ t
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4.ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÅ ×ÈÑËÅÍÍß

Äèíàìiêà öiëî¨ íèçêè âàæëèâèõ õàðàêòåðèñòèê ìîæå áóòè ñëóøíèì
÷èíîì îïèñàíà â òåðìiíàõ ïðîöåñó Âiíåðà, òðà¹êòîði¨ ÿêîãî íåäèôåðåíöiéîâíi.
Òîìó âiäîìèé àïàðàò òåîði¨ äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü äåòåðìiíîâàíèõ
ôóíêöié íå ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé ïiä ÷àñ àíàëiçó îêðåìèõ òðà¹êòîðié.
Âðàõîâóþ÷è öå, â òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ðîçðîáëåíèé âiäïîâiäíèé àïàðàò
ñòîõàñòè÷íîãî ÷èñëåííÿ, â îñíîâi ÿêîãî ëåæèòü ïîíÿòòÿ ñòîõàñòè÷íîãî
iíòåãðàëó.

4.1.Ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë âiä äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨

Îçíà÷åííÿ ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëó äëÿ äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨
áàçó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi îðòîãîíàëüíî¨ ìiðè, äëÿ ïîáóäîâè ÿêî¨ âèçíà÷àëüíå
çíà÷åííÿ ìà¹ ðåçóëüòàò ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ïðî ïîäîâæåííÿ ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ.

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé ìà¹ìî äåÿêi ëiíiéíi ïðîñòîðè X òà Y . Âiäîáðàæåííÿ
L : X → Y íàçèâàþòü ëiíiéíèì, ÿêùî ∀x, y ∈ X, α ∈ C:

L (x+ y) = Lx+ Ly

òà
L (αx) = αLx.

Âiäîáðàæåííÿ L : X → Y íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ íàçèâàþòü îáìåæåíèì,
ÿêùî

∃C ≥ 0 : ‖Lx‖ ≤ C‖x‖,∀x ∈ X.

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ óìîâà îáìåæåíîñòi
åêâiâàëåíòíà óìîâi íåïåðåðâíîñòi.

Âèçíà÷åííÿ. Ïiäìíîæèíó M ⊂ X ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàçèâàþòü ëiíiéíèì
ðiçíîìàíiòòÿì, ÿêùî ∀x, y ∈M , α ∈ C:

x+ y ∈M òà αx ∈M.

Çàóâàæèìî, ùî ëiíiéíå ðiçíîìàíiòòÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó â ñâîþ
÷åðãó ¹ íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì ç íîðìîþ âèçíà÷åíîþ ÿê çâóæåííÿ íîðìè
ïðîñòîðó X íà ìíîæèíó M : ‖ · ‖|M .

Òåîðåìà 4.1 (ïðî ïîäîâæåííÿ îáìåæåíîãî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ). Íåõàé
D � äåÿêå ùiëüíå ëiíiéíå ðiçíîìàíiòòÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X òà
Y � äåÿêèé ïðîñòið Áàíàõà, òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî îáìåæåíîãî
âiäîáðàæåííÿ L : D → Y iñíó¹ ¹äèíå äîâèçíà÷åííÿ L̃ : X → Y , òàêå ùî
L̃|D = L.
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Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî äîâiëüíèé åëåìåíò f ∈ X, òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {fn}
åëåìåíòiâ ç D òàêèõ, ùî fn → f . Îñêiëüêè L îáìåæåíå, ìà¹ìî

‖Lfm − Lfn‖ ≤ ‖L‖‖fn − fm‖,

i âðàõîâóþ÷è, ùî {fn} � ïîñëiäîâíiñòü Êîøi ç X, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî {Lfn}
� ïîñëiäîâíiñòü Êîøi ç Y . Ïîâíîòà ïðîñòîðó Y âêàçó¹, ùî òîäi ïîñëiäîâíiñòü
{Lfn} çáiæíà i ∃g ∈ Y : Lfn → g. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ L̃ : X → Y
ÿê L̃f = g i ïîêàæåìî, ùî âîíî íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi {fn}.
Ïðèïóñòèìî, ùî òàêîæ ïîñëiäîâíiñòü {f ′n} ç ìíîæèíè D çáiãà¹òüñÿ äî f , òîäi

‖Lfn − Lf ′n‖ ≤ ‖L‖‖fn − f ′n‖ ≤ ‖L‖ (‖fn − f‖+ ‖f − f ′n‖)→ 0,

ÿêùî n→∞. Âðàõîâóþ÷è ùî Lfn → g, îòðèìà¹ìî

Lf ′n = Lfn + (Lf ′n − Lfn)→ g.

Òîáòî âiäîáðàæåííÿ L̃ âèçíà÷åíå êîðåêòíî.
Ïîêàæåìî ùî L̃ ëiíiéíå. Âiçüìåìî äîâiëüíi f, h ∈ X òà α ∈ C, òîäi

iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi {fn} òà {hn} ç D: fn → f i hn → h. Îñêiëüêè

fn + hn → f + h òà αfn → αf,

îòðèìà¹ìî
L (fn + hn) = Lfn + Lhn → L̃f + L̃h

òà
L (αfn) = αLfn → αL̃f.

Ïîêàæåìî ùî L̃ äîâèçíà÷à¹ L. Íåõàé f ∈ D, òîäi âiçüìåìî fn = f , ∀n ∈ N,
i ìàòèìåìî fn → f òà Lfn → Lf . Îòæå, çà âèçíà÷åííÿì âiäîáðàæåííÿ L̃
ìà¹ìî L̃f = Lf àáî L̃|D = L. Êðiì òîãî,

‖L̃f‖ = lim
n→∞
‖Lfn‖ ≤ lim

n→∞
‖L‖‖fn‖ = ‖L‖‖f‖,

çíà÷èòü ‖L̃‖ ≤ ‖L‖. Öå äà¹ îáìåæåíiñòü L̃, à ðàçîì ç ëiíiéíiñòþ �
íåïåðåðâíiñòü. ßêùî L̄ iíøèé ëiíiéíèé îáìåæåíèé òàêèé, ùî L̄|D = L = L̃|D,
òîäi

∀f ∈ X : ∃fn ∈ D : fn → f

òà
L̄f = L̄ (lim fn) = lim L̄fn = lim L̃fn = L̃f.

Îòæå, L̃ ¹ îäíîçíà÷íèì äîâèçíà÷åííÿì.

Âèçíà÷åííÿ. Âiäîáðàæåííÿ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ J : X → Y íàçèâàþòü
içîìåòði¹þ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X ìà¹ìî

‖Jx‖ = ‖x‖.

Içîìåòðiþ J íàçèâàþòü içîìåòðè÷íèì içîìîðôiçìîì, ÿêùî J ëiíiéíå òà
ñþð'¹êòèâíå (ÿêùî R (J) � îáëàñòü çíà÷åíü äëÿ J , òî Y = R (J)).
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Ëåìà 4.1 (ïðî içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì). Íåõàé J : X → Y � içîìåòðè÷íèé
içîìîðôiçì íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ, òîäi J ¹ ái¹êöi¹þ òàêîþ, ùî J òà J−1 �
ëiíiéíi òà îáìåæåíi âiäîáðàæåííÿ (J ¹ òîïîëîãi÷íîþ içîìåòði¹þ).

Äîâåäåííÿ. Ëiíiéíiñòü òà içîìåòðè÷íiñòü J äà¹, ùî ∀x1, x2 ∈ X: Jx1 = Jx2,
ìà¹ìî J (x1 − x2) = 0 àáî

0 = ‖J (x1 − x2) ‖ = ‖x1 − x2‖

i çà îçíà÷åííÿì íîðìè x1 = x2. Òîáòî J � ií'¹êöiÿ, à îñêiëüêè J � ñþð'¹êöiÿ,
âèâîäèìî, ùî J � ái¹êöiÿ. Çíà÷èòü, iñíó¹ îáåðíåííÿ J−1 : Y → X. Êðiì òîãî,
ñþð'¹êòèâíiñòü äà¹, ùî

∀y1, y2 ∈ Y : ∃x1, x2 ∈ X : Jx1 = y1, Jx2 = y2,

à ií'¹êòèâíiñòü äà¹
J−1Jx = x.

Òîäi

J−1 (y1 + y2) = J−1 (Jx1 + Jx2) = J−1J (x1 + x2) =

= x1 + x2 = J−1y1 + J−1y2

òà
J−1 (αy1) = J−1 (αJx1) = J−1J (αx1) = αy1.

Çâiäêè îòðèìà¹ìî ëiíiéíiñòü J−1.
Ç ðiâíîñòi ‖Jx1−Jx2‖ = ‖x1−x2‖ âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü J , à îñêiëüêè

J � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, òî i îáìåæåíiñòü. Áiëüø òîãî, ∀y ∈ Y ∃x ∈ X:
Jx = y, òîäi

‖J−1y‖ = ‖J−1Jx‖ = ‖x‖ = ‖Jx‖ = ‖y‖.
Òîáòî, îäåðæó¹ìî îáìåæåíiñòü J−1.

Íåõàé X òà Y � ïðîñòîðè Áàíàõà, D � äåÿêå ëiíiéíå ðiçíîìàíiòòÿ
ùiëüíå â X, à J : D → Y � äåÿêà ëiíiéíà içîìåòðiÿ. Âðàõîâóþ÷è, ùî îáëàñòü
çíà÷åíü R (J) ¹ ëiíiéíèì ðiçíîìàíiòòÿì â Y , ìà¹ìî, ùî J : D → R (J)
¹ içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ D òà R (J). Çàçíà÷èìî
òàêîæ, ùî çàìêíåíå ëiíiéíå ðiçíîìàíiòòÿ ïðîñòîðó Áàíàõà â ñâîþ ÷åðãó ¹
ïðîñòîðîì Áàíàõà.

Òåîðåìà 4.2 (ïðî ïîäîâæåííÿ içîìåòðè÷íîãî içîìîðôiçìó). Íåõàé
âiäîáðàæåííÿ J : D → Y ¹ äåÿêîþ ëiíiéíîþ içîìåòði¹þ, òîäi iñíó¹
¹äèíèé içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì J̃ : X → cl (R (J)), ùî äîâèçíà÷à¹ J íà X.

167



Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè J : D → R (J) ¹ içîìåòðè÷íèì içîìîðôiçìîì, ðîáèìî
âèñíîâîê, ùî J ëiíiéíå òà îáìåæåíå âiäîáðàæåííÿ, i çà òåîðåìîþ ïðî
ïîäîâæåííÿ îáìåæåíîãî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ iñíó¹ ¹äèíå ëiíiéíå îáìåæåíå
äîâèçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ íà X, çàäàíå ÿê

J̃f = lim
n→∞

Jfn,

äå fn ∈ D: fn → f , òà J̃ |D = J . Âðàõîâóþ÷è içîìåòðè÷íiñòü J òà íåïåðåðâíiñòü
íîðìè, îòðèìà¹ìî

‖J̃f‖ = lim
n
‖Jfn‖ = lim

n
‖fn‖ = ‖f‖.

Òîáòî, âiäîáðàæåííÿ J̃ � öå òàêîæ içîìåòðiÿ.
Ïîêàæåìî, ùî J̃ : X → cl (R (J)) ¹ ñþð'¹êöiÿ. Çà ëåìîþ ïðî

içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì iñíó¹ îáìåæåíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

J−1 : R (J)→ X,

i çà òåîðåìîþ ïðî ïîäîâæåííÿ îáìåæåíîãî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ

∃!J̃−1 : cl (R (J))→ X : J̃−1|R(J) = J−1.

Îñêiëüêè J̃ |D = J , ìà¹ìî J̃−1J̃ |D = J−1J � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ D íà D.
Òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ëiíiéíèì òà íåïåðåðâíèì íàD, à çíà÷èòü îäíîçíà÷íî
ìîæå áóòè äîâèçíà÷åíî íàX, ïðè÷îìó öå äîâèçíà÷åííÿ áóäå òàêîæ òîòîæíiì.
Îòæå, J̃−1J̃ ¹ òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ íà X. Àíàëîãi÷íî J̃ J̃−1 òàêîæ òîòîæíå

íà cl (R (J)), à çíà÷èòü J̃−1 =
(
J̃
)−1

. Îñêiëüêè J̃−1 ëiíiéíå òà îáìåæåíå, òî(
J̃
)−1

� ëiíiéíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.

Íåõàé g ∈ cl (R (J)), òîäi ∃fn ∈ D: Jfn → g. Âðàõîâóþ÷è ùî

J̃ |D = J , ç ïîäàííÿ fn =
(
J̃
)−1 (

J̃fn

)
ìà¹ìî fn =

(
J̃
)−1

(Jfn), i âíàñëiäîê

íåïåðåðâíîñòi
(
J̃
)−1

îòðèìà¹ìî fn →
(
J̃
)−1

g. Îñêiëüêè X � ïðîñòið Áàíàõà,

iñíó¹ f ∈ X: fn → f , òîáòî, f =
(
J̃
)−1

g àáî g = J̃f , ùî äîâîäèòü

ñþð'¹êòèâíiñòü J̃ .

Íåõàé {Λ,S, ν} � äåÿêèé ïðîñòið ç ìiðîþ, H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·) òà íîðìîþ ‖ · ‖ = ‖ · ‖H . Ïîçíà÷èìî

S0 = {A ∈ S : ν (A) <∞}

i âiäìiòèìî, ùî ç âëàñòèâîñòåé ìiðè âèïëèâà¹, ùî öåé êëàñ ìíîæèí ¹ êiëüöåì
(âïàðâà).
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Âèçíà÷åííÿ. Âiäîáðàæåííÿ ζ : S0 → H íàçèâàþòü îðòîãîíàëüíîþ ìiðîþ,
ÿêùî

∀A1, A2 ∈ S0 : (ζ (A1) , ζ (A2)) = ν (A1 ∩ A2) .

Ïðè öüîìó ìiðó ν íàçèâàþòü ñòðóêòóðíîþ äëÿ ζ.

Âïðàâà 4.1. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî îðòîãîíàëüíi ìiðè ζ1 òà ζ2 ìàþòü îäíàêîâó
ñòðóêòóðíó ìiðó ν, òî

∀A ∈ S0 : ζ1 (A) = ζ2 (A) , ν ì.ó.

Çàóâàæèìî, ùî îáìåæåííÿ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ êëàñîì S0 çóìîâëåíå
òèì, ùî

‖ζ (A) ‖2 = (ζ (A) , ζ (A)) = ν (A)

i âiäïîâiäíî ïðèíàëåæíiñòü ζ (A) äî H ìîæåìî ãàðàíòóâàòè ëèøå, ÿêùî
ν (A) <∞. Ñëîâî �îðòîãîíàëüíà� â íàçâi âèïðàâäàíî òèì, ùî äëÿ äîâiëüíèõ
íåñóìiñíèõ ìíîæèí A1, A2 ∈ S0:

(ζ (A1) , ζ (A2)) = 0.

À ñëîâî �ìiðà� ìîæíà ïîÿñíèòè òèì, ùî

‖ζ (∅) ‖2 = ν (∅) = 0,

à çíà÷èòü, ζ (∅) = 0, à òàêîæ äëÿ äîâiëüíèõ íåñóìiñíèõ ìíîæèí Ai ∈ S0:
A = ∨i∈NAi ∈ S0 ìà¹ìî

‖ζ (A)−
N∑
i=1

ζ (Ai) ‖2 =

(
ζ (A)−

N∑
i=1

ζ (Ai) , ζ (A)−
N∑
j=1

ζ (Aj)

)
=

= (ζ (A) , ζ (A))−
N∑
j=1

(ζ (A) , ζ (Aj))−
N∑
i=1

(ζ (Ai) , ζ (A)) +

+
N∑

i,j=1

(ζ (Ai) , ζ (Aj)) = ν (A)−
N∑
j=1

ν (Aj)−
N∑
i=1

ν (Ai) +
N∑
i=1

ν (Ai) .

Îñêiëüêè ν � ìiðà, òî

N∑
i=1

ν (Ai)→
∞∑
i=1

ν (Ai) = ν (A)

òà

ζ (∨i∈NAi) =
∞∑
i=1

ζ (Ai) ,

äå ðÿä ðîçóìi¹ìî â ñåíñi çáiæíîñòi çà íîðìîþ â ïðîñòîði H.
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Âïðàâà 4.2. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ A1, A2 ∈ S0:

1. ζ (A1 ∪ A2) = ζ (A1) + ζ (A2), ÿêùî A1 ∩ A2 = ∅;

2. ‖ζ (A1)− ζ (A2) ‖2 = ν (A1∆A2);

3. ζ (A2\A1) = ζ (A2)− ζ (A1), ‖ζ (A1) ‖ ≤ ‖ζ (A2) ‖ òà ‖ζ (A2)− ζ (A1) ‖2 =
= ν (A2)− ν (A1), ÿêùî A1 ⊂ A2;

4. ζ (A1 ∪ A2) = ζ1 (A1) + ζ (A2)− ζ (A1 ∩ A2).

Âèçíà÷èìî iíòåãðàë çà îðòîãîíàëüíîþ ìiðîþ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
L2 (Λ) = L2 (Λ,S, ν) ïðîñòið êîìïëåêñíèõ ôóíêöié òàêèõ, ùî

‖f‖ = ‖f‖L2(Λ) =

√∫
Λ

|f |2 dν <∞,

íà ÿêîìó âèçíà÷èìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê

〈f, g〉 =

∫
Λ

fḡdν.

Âèçíà÷èìî ñïî÷àòêó iíòåãðàë íà ìíîæèíi S0
2 � ïðîñòèõS0-âèìiðíèõ ôóíêöié.

Òîáòî ôóíêöié f , ÿêi ìîæíà ïîäàòè ÿê

f =
n∑
k=1

ck1Ak,

äå ck ∈ C, Ak ∈ S0, k = 1, n, n ∈ N. Çà îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà Ëåáåãà äëÿ
ôóíêöié f ç S0

2 : ∫
Λ

fdν =
n∑
k=1

ckν (Ak) .

Âèçíà÷èìî iíòåãðàë çà îðòîãîíàëüíîþ ìiðîþ àíàëîãi÷íî.
Íåõàé âiäîáðàæåííÿ J : S0

2 → H çàäàíî ÿê

Jf =
n∑
k=1

ckζ (Ak) .

Âiäçíà÷èìî, ùî öå âiäîáðàæåííÿ íå çàëåæèòü âiä ñïîñîáó ïîäàííÿ f . ßêùî
òàêîæ ìà¹ìî òàêå çîáðàæåííÿf =

∑m
j=1 bj1Bj , bj ∈ C, Bj ∈ S0, òîäi

f =
n∑
k=1

m∑
j=1

akj1Ak∩Bj ,
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äå akj = ck = bj. Çâiäêè

n∑
k=1

m∑
j=1

akjζ (Ak ∩Bj) =
n∑
k=1

ck

m∑
j=1

ζ (Ak ∩Bj) =
n∑
k=1

ckζ (Ak)

i
n∑
k=1

m∑
j=1

akjζ (Ak ∩Bj) =
m∑
j=1

bj

n∑
k=1

ζ (Ak ∩Bj) =
m∑
j=1

bjζ (Bj) ,

ùî âêàçó¹ íà êîðåêòíiñòü âèçíà÷åííÿ J .
Âðàõîâóþ÷è ùî S0 ¹ π-ñèñòåìîþ, çàñòîñóâàííÿ àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü

äîçâîëÿ¹ ïðèïóñòèòè, ùî äîâiëüíi ïðîñòi S0-âèìiðíi f òà g âèçíà÷åíi íà
îäíàêîâèõ ìíîæèíàõ {Ak}nk=1 ç S0:

f =
n∑
k=1

ck1Ak òà g =
n∑
k=1

bk1Ak.

Òîäi

J (f + g) = J

(
n∑
k=1

(ck + bk)1Ak

)
=

n∑
k=1

(ck + bk) ζ (Ak) = Jf + Jg

òà

J (αf) = J

(
n∑
k=1

αck1Ak

)
=

n∑
k=1

αckζ (Ak) = αJf.

Òîáòî, J ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì. Êðiì òîãî,

(Jf, Jg) =

(
n∑
k=1

ckζ (Ak) ,
n∑
j=1

bjζ (Aj)

)
=

=
n∑

k,j=1

ckb̄j (ζ (Ak) , ζ (Aj)) =
n∑

k,j=1

ckb̄jν (Ak ∩ Aj) =

=
n∑

k,j=1

ckb̄j

∫
Λ

1Ak1Ajdν =

∫
Λ

(
n∑
k=1

ck1Ak

)(
n∑
j=1

bj1Aj

)
dν = 〈f, g〉 .

Çâiäêè
‖Jf‖H = ‖f‖L2(Λ).

Òîáòî, âiäîáðàæåííÿ J : S0
2 → H ¹ ëiíiéíîþ içîìåòði¹þ i çà òåîðåìîþ

ïðî ïîäîâæåííÿ içîìåòðè÷íîãî içîìîðôiçìó iñíó¹ ¹äèíå äîâèçíà÷åííÿ äî
içîìåòðè÷íîãî içîìîðôiçìó

J : cl
(
S0

2

)
→ H0,
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äå H0 = cl {
∑n

k=1 ckζ (Ak) , ck ∈ C, Ak ∈ S0, n ∈ N}.
Òàê âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòü iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f çà

îðòîãîíàëüíîþ ìiðîþ ζ i ïîçíà÷àþòü òàêîæ ÿê

Jf =

∫
Λ

fdζ.

Çà äîâåäåíèì âèùå ìà¹ìî òàêi âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà ∀f, g ∈ cl
(
S0

2

)
:

1.
∫

Λ fdζ ∈ H.

2. ∀α, β ∈ C:
∫

Λ (αf + βg) dζ = α
∫

Λ fdζ + β
∫

Λ gdζ.

3. ‖
∫

Λ fdζ‖
2 =

∫
Λ |f |

2 dν.

4.
(∫

Λ fdζ,
∫

Λ gdζ
)

=
∫

Λ fḡdν.

5. ßêùî fn ∈ cl
(
S0

2

)
: fn

L2(Λ)−→ f , òî
∫

Λ fndζ
H−→
∫

Λ fdζ.

Òåîðåìà 4.3 (ïðî ïîðîäæåíó îðòîãîíàëüíó ìiðó âèìiðíèì âiäîáðàæåííÿì).
Íåõàé ζ � îðòîãîíàëüíà ìiðà, g ∈ cl

(
S0

2

)
òà âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ ζg :

S0 → H òà νg : S→ R+ ÿê

ζg (A) =

∫
A

gdζ =

∫
Λ

g1Adζ

òà

νg (A) =

∫
A

|g|2 dν.

Òîäi ζg ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìiðîþ çi ñòðóêòóðíîþ ìiðîþ νg,

∀f ∈ cl
(
S0

2

)
:

∫
Λ

fdζg =

∫
Λ

fgdζ.

Êðiì òîãî, ÿêùî |g| > 0 ìàéæå óñþäè, òîäi

ζ (A) =

∫
A

1

g
dζg, A ∈ S0.

Äîâåäåííÿ. Çà âëàñòèâîñòÿìè iíòåãðàëà Ëåáåãà âiäîáðàæåííÿ νg ¹ ìiðîþ íà
S òà νg (A) <∞, ∀A ∈ S0. Áiëüø òîãî,

(ζg (A1) , ζ
g (A2)) =

(∫
Λ

g1A1
dζ,

∫
Λ

g1A2
dζ

)
=

=

∫
Λ

|g|2 1A1∩A2
dν = νg (A1 ∩ A2) .
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Íåõàé äëÿ f ∈ S0
2 ìà¹ ìiñöå ïîäàííÿ f =

∑n
k=1 ck1Ak , òîäi∫

Λ

fdζg =
n∑
k=1

ckζ
g (Ak) =

n∑
k=1

ck

∫
g1Akdζ =

∫
g
∑

ck1Akdζ =

∫
gfdζ.

ßêùî f ∈ cl
(
S0

2

)
òà fn ∈ S0

2 : fn → f , òîäi, ç îäíi¹¨ ñòîðîíè, çà íåïåðåðâíiñòþ
iíòåãðàëó ∫

fndζ
g →

∫
fdζg.

À ç iíøî¨,
∫
fndν

g =
∫
fngdν òà

‖
∫
fngdζ −

∫
fgdζ‖2 =

∫
|fn − f |2 |g|2 dν =

∫
|fn − f |2 dνg → 0.

Òîáòî, fg ∈ cl
(
S0

2

)
òà
∫
fdζg =

∫
fgdζ.

ßêùî ν {g = 0} = 0, âèçíà÷èâøè 1
g = 0 íà {λ : g (λ) = 0}, ìàòèìåìî,

ùî ì.ó. g 1
g = 1. Çâiäêè∫ ∣∣∣∣1g1A

∣∣∣∣2 dνg =

∫
1

|g|2
|g|2 1Adν = ν (A) <∞,

òîáòî 1
g1A ∈ cl

(
S0

2

)
i çà äîâåäåíèì âèùå∫

1

g
1Adζ

g =

∫
1

g
1Agdζ = ζ (A) .

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ ÿê ñïiââiäíîñÿòüñÿ cl
(
S0

2

)
òà L2 (Λ). ßêùî ìiðà ν

ñêií÷åííà, òî áåçïîñåðåäíüî çà îçíà÷åííÿìè ìà¹ìî S0 = S. Äëÿ äîâiëüíî¨
f ∈ L2 (Λ) çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü ïîñëiäîâíiñòü
ôóíêöié fN = f1{|f |≤N}, N ∈ N, çáiãà¹òüñÿ äî f â L2 (Λ). Òîáòî f ìîæíà
àïðîêñèìóâàòè îáìåæåíèìè ôóíêöiÿìè. ßêùî f � âèìiðíà òà îáìåæåíà
ôóíêöiÿ, òî ¨¨ ìîæíà àïðîêñèìóâàòè ïðîñòèìè ôóíêöiÿìè

fn =
2n∑

k=−2n

kn

2n
1{f∈[kn2n , (k+1)n

2n )}

â ïðîñòîði L1 (Λ). Äëÿ îáìåæåíèõ ôóíêöié f ç L1 (Λ): |f | ≤ N , ìà¹ìî∫
|f |2 dν ≤ N

∫
|f | dν <∞.

Îòæå, â öüîìó âèïàäêó cl
(
S0

2

)
= L2 (Λ).
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Íåõàé ìiðà ν ¹ σ-ñêií÷åííîþ, òîäi ∃Λi ∈ S0: ∨∞i=1Λi = Λ. Ïîçíà÷èìî
∆n = ∨ni=1Λi, òîäi ∆n ∈ S0 òà ∆n ↑ Λ. Äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ L2 (Λ) ðîçãëÿíåìî

fn = f1∆n
.

Çà äîâåäåíèì âèùå fn ìîæíà àïðîêñèìóâàòè ôóíêöiÿìè ç S0
2 , êðiì òîãî, çà

òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü

‖f − fn‖L2(Λ) → 0, n→∞.

Çíà÷èòü, f ∈ cl
(
S0

2

)
, òîáòî â öüîìó âèïàäêó òàêîæ cl

(
S0

2

)
= L2 (Λ).

Ëåìà 4.2 (ïðî àïðîêñèìàöiþ ôóíêöié ç L2 (Λ)). Íåõàé {Λ,S, ν} � ïðîñòið çi
σ-ñêií÷åííîþ ìiðîþ, P ⊂ S � äåÿêà π-ñèñòåìà, ùî ïîðîäæó¹ S. Âèçíà÷èìî
êëàñ ìíîæèí

P0 = {A ∈ P : ν (A) <∞}
òà ïðîñòið ïðîñòèõ ôóíêöié

S0
2 (P) =

{
n∑
k=1

ck1Ak, ck ∈ C, Ak ∈ P0, n ∈ N

}
.

ßêùî ∃Bn ∈ P0: Bn ↑ Λ, òîäi

cl
(
S0

2 (P)
)

= L2 (Λ) .

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ïiäõîæèõ ìíîæèí. Âèçíà÷èìî êëàñ

D =
{
A ∈ S : 1A1Bn ∈ cl

(
S0

2 (P)
)
,∀n ∈ N

}
i ïîêàæåìî, ùî âií ¹ d-ñèñòåìîþ. Ïî-ïåðøå, ìíîæèíà Λ ∈ S òà

1Λ1Bn = 1Bn ∈ S0
2 (P) ,

òîáòî Λ ∈ D. Ïî-äðóãå, ∀A,B ∈ D: A ⊂ B ìà¹ìî

1B\A1Bn = 1B1Bn − 1A1Bn ∈ cl
(
S0

2 (P)
)
.

Ïî-òðåò¹, äëÿ äîâiëüíèõ íåñóìiñíèõ Ai ∈ D ïîçíà÷èìî A = ∨∞i=1Ai.
Âðàõîâóþ÷è, ùî ν (Bn) <∞, âèâîäèìî

‖
∞∑
k=m

1Ak1Bn‖L2(Λ) =

∫
Λ

∞∑
k=m

1Ak1Bndν = ν (Bn ∩ (∨∞k=mAk))→ 0,m→∞.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
∞∑
k=1

1Ak1Bn ∈ cl
(
S0

2 (P)
)
,
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êðiì òîãî, íåñóìiñíiñòü Ai äà¹

1A1Bn =
∞∑
k=1

1Ak1Bn,

òîáòî A ∈ D.
Âðàõîâóþ÷è ùî P ¹ π-ñèñòåìîþ, ìà¹ìî ∀B ∈ P : B ∩Bn ∈ P0, ∀n ∈ N,

òîäi
1B1Bn = 1B∩Bn ∈ S0

2 (P) .

Òîáòî P ⊂ D i çà íàñëiäêîì ïðî ìîíîòîííèé êëàñ

S = σ (P) ⊂ D.

Çíà÷èòü, äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ L2 (Λ) âiäîáðàæåííÿ f1Bn ∈ cl
(
S0

2 (P)
)
. Êðiì

òîãî, çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü

‖f − f1Bn‖ → 0, n→∞.

Çâiäêè f ∈ cl
(
S0

2 (P)
)
i, âðàõîâóþ÷è ïîâíîòó ïðîñòîðó L2 (Λ), cl

(
S0

2 (P)
)
⊂

L2 (Λ). Îòæå, cl
(
S0

2 (P)
)

= L2 (Λ).

Öåé ðåçóëüòàò äîçâîëÿ¹ îá ðóíòóâàòè òàêèé ñïîñiá ïîáóäîâè
îðòîãîíàëüíî¨ ìiðè. Âèáåðåìî äåÿêå íàïiâêiëüöå N ⊂ S, ùî ïîðîäæó¹
S. Âèçíà÷èìî ñiì'þ {ζ (A) , A ∈ N} åëåìåíòiâ ç H òàê, ùîá

(ζ (A1) , ζ (A2)) = ν (A1 ∩ A2) ,

äå ν � äåÿêà íåâiä'¹ìíà çëi÷åííî àäèòèâíà ôóíêöiÿ ìíîæèí ç N :

ν (∅) = 0 òà ∃Bn ∈ N : Bn ↑ Λ : ν (Bn) <∞.

Çà òåîðåìîþ ïðî ïðîäîâæåííÿ ìiðè ç íàïiâêiëüöÿ iñíó¹ ¹äèíå äîâèçíà÷åííÿ
ν äî σ-ñêií÷åííî¨ ìiðè íà S, çà ëåìîþ ïðî àïðîêñèìàöiþ ôóíêöié ç L2 (Λ)
ìà¹ìî cl

(
S0

2 (N )
)

= L2 (Λ), i çà òåîðåìîþ ïðî ïîäîâæåííÿ içîìåòðè÷íîãî
içîìîðôiçìó îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèé içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì

J : L2 (Λ)→ H0 (N ) ,

äå

H0 (N ) = cl

{
n∑
k=1

ckζ (Ak) , ck ∈ C, Ak ∈ N , n ∈ N

}
� ïiäïðîñòið H. Êðiì òîãî, ∀A ∈ S0:∫

Λ

|1A|2 dν = ν (A) <∞,
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òîáòî 1A ∈ L2 (Λ) i çà òåîðåìîþ ïðî ïîðîäæåíó îðòîãîíàëüíó ìiðó âèìiðíèì
âiäîáðàæåííÿì êîðåêòíî âèçíà÷åíà îðòîãîíàëüíà ìiðà

ζ̃ (A) = J (1A) ,

ïðè÷îìó çà ïîáóäîâîþ âiäîáðàæåííÿ J ìà¹ìî, ùî ζ̃ (A) = ζ (A), ∀A ∈ N .
Áiëüø òîãî, äëÿ äîâiëüíèõ A1, A2 ∈ S0:(

ζ̃ (A1) , ζ̃ (A2)
)

= (J (1A1
) , J (1A2

)) = 〈1A1
,1A2
〉 = ν (A1 ∩ A2) .

Îòæå, çà îçíà÷åííÿì âiäîáðàæåííÿ ζ̃ : S0 → H ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìiðîþ çi
ñòðóêòóðíîþ ìiðîþ ν, ÿêà îäíîçíà÷íî äîâèçíà÷à¹ ζ.

Ïðèêëàä (îðòîãîíàëüíà ìiðà, ïîðîäæåíà ôóíêöi¹þ ç îðòîãîíàëüíèìè
ïðèðîñòàìè). Íåõàé Λ = R+, S = B (R+) òà N = {[a, b) , 0 ≤ a ≤ b},
i ðîçãëÿíåìî äåÿêå âiäîáðàæåííÿ Z : Λ → H íåïåðåðâíå çëiâà ç
îðòîãîíàëüíèìè ïðèðîñòàìè:

∀λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 : (Zλ3 − Zλ2, Zλ2 − Zλ1) = 0.

Âèçíà÷èìî çà äîïîìîãîþ Z îðòîãîíàëüíó ìiðó.
Çàôiêñó¹ìî òî÷êó λ0 ∈ R+ i çàäàìî ôóíêöiþ F (λ) íà R+ ÿê

F (λ) =

{
‖Zλ − Zλ0‖2, λ ≥ λ0,

−‖Zλ − Zλ0‖2, λ < λ0.

Ïîêàæåìî, ùî òàê âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ ìîíîòîííî íåñïàäíà. Äiéñíî, âiçüìåìî
λ2 ≥ λ1 i ðîçãëÿíåìî òàêi âèïàäêè: 1) λ2 ≥ λ1 ≥ λ0; 2) λ2 ≥ λ0 > λ1; 3)
λ0 > λ2 ≥ λ1. Âíàñëiäîê îðòîãîíàëüíîñòi ïðèðîñòiâ ôóíêöi¨ Z ó âèïàäêó 1)
ìà¹ìî

F (λ2) = ‖Zλ2 − Zλ0‖2 = ‖Zλ2 − Zλ1 + Zλ1 − Zλ0‖2 =

= ‖Zλ2 − Zλ1‖2 + ‖Zλ1 − Zλ0‖2 ≥ F (λ1) .

Ó âèïàäêó 2)

F (λ2)− F (λ1) = ‖Zλ2 − Zλ0‖2 + ‖Zλ1 − Zλ0‖2 = ‖Zλ2 − Zλ1‖2 ≥ 0.

I ó âèïàäêó 3)

F (λ1) = −‖Zλ1 − Zλ0‖2 = −‖Zλ2 − Zλ0 + Zλ1 − Zλ2‖2 =

= −‖Zλ2 − Zλ0‖2 − ‖Zλ2 − Zλ1‖2 ≤ F (λ2) .

Êðiì òîãî, äëÿ λ0 ≤ λ1 ìà¹ìî
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lim
λ↑λ1

F (λ) = lim
λ↑λ1
‖Zλ − Zλ0‖2 =

= lim
λ↑λ1

(
‖Zλ − Zλ1‖2 + ‖Zλ1 − Zλ0‖2

)
= ‖Zλ1 − Zλ0‖2 = F (λ1) .

Àíàëîãi÷íî äëÿ λ0 ≥ λ1. Òîáòî, F (λ) ¹ òàêîæ íåïåðåðâíîþ çëiâà, i çíà÷èòü,
âèçíà÷à¹ ìiðó Ëåáåãà-Ñòiëüò'¹ñà ν íà B (R+):

ν[λ1, λ2) = F (λ2)− F (λ1) .

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ {ζ (A) , A ∈ N} åëåìåíòiâ ç H, âèçíà÷åíèõ ðiâíiñòþ

ζ[λ1, λ2) = Zλ2 − Zλ1.

Âíàñëiäîê îðòîãîíàëüíîñòi ïðèðîñòiâ ∀A1, A2 ∈ N :

(ζ (A1) , ζ (A2)) = ν (A1 ∩ A2) ,

òîáòî öÿ ñiì'ÿ îäíîçíà÷íî çàäà¹ îðòîãîíàëüíó ìiðó ζ̃ íà S0:

ζ̃[λ1, λ2) = Zλ2 − Zλ1.

Îñêiëüêè ν[0, n) = F (n) − F (0) < ∞ òà [0, n) ↑ R+, ìà¹ìî ùî äëÿ
äîâiëüíî¨ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíî¨ ôóíêöi¨ f íà R+ âèçíà÷åíèé iíòåãðàë çà
îðòîãîíàëüíîþ ìiðîþ ζ̃, ÿêèé òàêîæ íàçèâàþòü iíòåãðàëîì çà ôóíêöi¹þ ç
îðòîãîíàëüíèìè çíà÷åííÿìè i ïîçíà÷àþòü òàêîæ ÿê∫

Λ

fdZ.

Îñíîâíèé iíòåðåñ â ðàìêàõ òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ÿâëÿ¹ âèïàäîê,
êîëè

H = L2 (Ω) = L2 (Ω,F ,P) .

Òîáòî, êîëè ∀A ∈ S0: ζ (A) = ζ (A, ω) ¹ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíîþ â.â. Â
öüîìó âèïàäêó îðòîãîíàëüíó ìiðó ζ íàçèâàþòü âèïàäêîâîþ (î.â.ì.). ×àñòî
äëÿ çðó÷íîñòi ââàæàþòü, ùî î.â.ì. öåíòðîâàíà: Eζ (A) = 0, ∀A ∈ S0. Öÿ
óìîâà íå ¹ îáìåæóâàëüíîþ, ìîæíà ïåðåáóäóâàòè éìîâiðíiñíèé ïðîñòið òàê,
ùîá âîíà áóëà âèêîíàíà.

Âïðàâà 4.3. Íåõàé ζ � î.â.ì. çi ñòðóêòóðíîþ ìiðîþ ν. Âèçíà÷èìî äåÿêèé
iìîâiðíiñíèé ïðîñòið {Ω′,F ′,P′}, íà ÿêîìó çàäàìî â.â. ξ = ξ (ω′) ç ñåðåäíiì 0
òà äèñïåðñi¹þ 1. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið{

Ω̃, F̃ , P̃
}

= {Ω× Ω′,F ⊗ F ′,P⊗ P′}

i íà öüîìó ïðîñòîði âèçíà÷èìî

ζ̃ (A) = ζ̃ (A, ω̃) = ζ (A, ω) ξ (ω′) ,

äå ω̃ = (ω, ω′) òà A ∈ S0. Ïîêàçàòè, ùî ζ̃ ¹ öåíòðîâàíîþ î.â.ì. çi ñòðóêòóðíîþ
ìiðîþ ν.
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Ç âëàñòèâîñòåé îðòîãîíàëüíî¨ ìiðè âèïëèâà¹, ùî äëÿ î.â.ì. ζ ìà¹ìî
ζ (∅) = 0 ì.í. òà ζ (∨∞i=1Ai) =

∑∞
i=1 ζ (Ai) ì.í., äëÿ äîâiëüíèõ íåñóìiñíèõ

ìíîæèí Ai ∈ S0: ∨∞i=1Ai ∈ S0. Àëå öå íå îçíà÷à¹, ùî ζ (·) ¹ âèïàäêîâîþ
ìiðîþ íà S0. Ìíîæèíà òèõ ω, äëÿ ÿêèõ ìà¹ ìiñöå âëàñòèâiñòü çëi÷åííî¨
àäèòèâíîñòi, ìîæå çàëåæàòè âiä ìíîæèí Ai, i çíà÷èòü, íå îáîâ'ÿçêîâî ì.í.
çëi÷åíà àäèòèâíiñòü ìàòèìå ìiñöå äëÿ âñiõ òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé îäíî÷àñíî.

Ïðèêëàä (ñïåêòðàëüíà äåêîìïîçèöiÿ ïðîöåñó ïðîñòîðó L2). Íåõàé ζ � äåÿêà
î.â.ì. çi ñòðóêòóðíîþ ìiðîþ ν, òîäi iíòåãðàë çà ζ äëÿ äåÿêî¨ ñiì'¨ ôóíêöié
{ft, t ≥ 0} ç ïðîñòîðó L2 (Λ) âèçíà÷à¹ â.ï.

Xt =

∫
Λ

ftdζ, t ≥ 0.

Ïðè÷îìó çà âëàñòèâîñòÿìè öüîãî iíòåãðàëó

EXt = 0

òà

γst = EXsX̄t =

∫
Λ

fsf̄tdν.

Ïîêàæåìî, ùî ìà¹ ìiñöå i çâîðîòíèé ðåçóëüòàò: ÿêùî êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ
γst öåíòðîâàíîãî êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíîãî ïðîöåñó {Xt, t ≥ 0} ìîæå áóòè
ïîäàíà ÿê

γst =

∫
Λ

fsf̄tdν,

äå {ft (λ) , t ≥ 0} óòâîðþþòü ïîâíèé áàçèñ ïðîñòîðó L2 (Λ), òî iñíó¹ î.â.ì. ζ
çi ñòðóêòóðíîþ ìiðîþ ν òàêà, ùî Xt =

∫
Λ ftdζ.

Äiéñíî, âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ V íà ìíîæèíi

S0
2 ({ft}) =

{
g =

n∑
k=1

ckftk, ck ∈ C, tk ≥ 0, n ∈ N

}
ÿê V (g) =

∑n
k=1 ckXtk . Âiäçíà÷èìî, ùî öå îçíà÷åííÿ íå çàëåæèòü âiä ñïîñîáó

ïîäàííÿ g. ßêùî g =
∑n

k=1 ckftk = 0 ì.ó. çà ìiðîþ ν, òî

‖V (g) ‖2
L2(Ω) =

n∑
k,j=1

ckc̄jγtktj =
n∑

k,j=1

ckc̄j

∫
Λ

ftk f̄tjdν =

= ‖
n∑
k=1

ckftk‖2
L2(Λ) = ‖g‖2

L2(Λ) = 0.

Âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü V , ÿêùî
∑n

k=1 ckftk =
∑m

j=1 bjfsj , òî ì.í.

V

(
n∑
k=1

ckftk

)
= V

(
m∑
j=1

bjfsj

)
.
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Êðiì òîãî, àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ âêàçóþòü ùî V � içîìåòðiÿ, i çà òåîðåìîþ
ïðî ïîäîâæåííÿ içîìåòðè÷íîãî içîìîðôiçìó ¨¨ ìîæíà äîâèçíà÷èòè äî
ëiíiéíî¨ içîìåòði¨ íà L2 (Λ) (çà ðàõóíîê ïîâíîòè ñiì'¨ ôóíêöié {ft, t ≥ 0}) çi
çíà÷åííÿìè â ïiäïðîñòîði

H0 (X) = cl

{
n∑
k=1

ckXtk, ck ∈ C, tk ≥ 0, n ∈ N

}
.

Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ ζ íà S0 ÿê

ζ (A) = V (1A) ,

òîäi içîìåòðè÷íiñòü V äà¹, ùî

(ζ (A1) , ζ (A2)) = (V (1A1
) , V (1A2

)) = 〈1A1
,1A2
〉 = ν (A1 ∩ A2) ,∀A1, A2 ∈ S0,

i çíà÷èòü, ζ ¹ î.â.ì. çi ñòðóêòóðíîþ ìiðîþ ν. Îñêiëüêè ζ (A) ∈ H0 (X) �
çàìèêàííþ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié â.â. ç íóëüîâèì ñåðåäíiì, î.â.ì. ζ öåíòðîâàíà.
Çà îçíà÷åííÿì ζ òà ëiíiéíiñòþ V äëÿ ïðîñòèõ ôóíêöié h =

∑n
k=1 ck1Ak

îòðèìà¹ìî

V (h) =
n∑
k=1

ckV (1Ak) =
n∑
k=1

ckζ (Ak) =

∫
Λ

hdζ.

Äëÿ äîâiëüíî¨ h ∈ L2 (Λ) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòèõ hn çáiæíèõ äî h i çà
ðàõóíîê íåïåðåðâíîñòi içîìåòðè÷íèõ içîìîðôiçìiâ

V (h) = l.i.m.n→∞V (hn) = l.i.m.n→∞

∫
Λ

hndζ =

∫
Λ

hdζ.

Îòæå, çà îçíà÷åííÿì V äëÿ ïðîöåñó {Xt, t ≥ 0} îäåðæó¹ìî ïîäàííÿ

Xt = V (ft) =

∫
Λ

ftdζ.

Âiäìiòèìî, ùî óìîâó ïîâíîòè ñiì'¨ ôóíêöié {ft, t ≥ 0} ìîæíà îïóñòèòè
ïðè öüîìó âiäïîâiäíå ïîäàííÿ ìîæëèâå íà ðîçøèðåííi éìîâiðíiñíîãî
ïðîñòîðó27.

Âïðàâà 4.4. Ïîêàçàòè, ùî ñiì'ÿ ôóíêöié
{
ft (λ) = eıλt, t ≥ 0, λ ≥ 0

}
¹

ïîâíîþ â L2[0,∞).

Âàæëèâèì ñïîñîáîì ïîáóäîâè î.â.ì. íà R+ ¹ çàñòîñóâàííÿ ïðîöåñiâ ç
îðòîãîíàëüíèìè ïðèðîñòàìè. Íåõàé {Λ,S} = {R+,B (R+)} òà {Zλ, λ ≥ 0}
� öåíòðîâàíèé ïðîöåñ íåïåðåðâíèé çëiâà â ñ.êâ. òà íåêîðåëüîâàíèìè

27Äèâ., íàïðèêëàä, Ãëàâà VII, Òåîðåìà 3 âØèðÿåâ À.Í., Áóëèíñüêèé À.Â. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
Ì.: Ôèçìàòëèò, 2005.
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ïðèðîñòàìè, òîäi iñíó¹ ¹äèíà öåíòðîâàíà î.â.ì. ζ, çàäàíà íà îáìåæåíèõ
áîðåëåâèõ ìíîæèíàõ, òàêà ùî

ζ[λ1, λ2) = Zλ2 − Zλ1,∀0 ≤ λ1 ≤ λ2.

Êðiì òîãî,
F (λ) = E |Zλ − Z0|2

âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó íà R+ ç âiäïîâiäíîþ ìiðîþ Ëåáåãà-Ñòiëüò'¹ñà
ν, ÿêà ¹ ñòðóêòóðíîþ äëÿ ζ. ßêùî íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè î.â.ì. ç íàïåðåä
çàäàíîþ ñòðóêòóðíîþ ìiðîþ, ìîæåìî äiÿòè òàê. Íåõàé {R+,B (R+) , ν} �
ïðîñòið ç ìiðîþ Ëåáåãà-Ñòiëüò'¹ñà, òîäi F (λ) = ν[0, λ) çàäà¹ ôóíêöiþ
ðîçïîäiëó íà R+. Çàäàìî ïðîöåñ Ãàóññà {Zλ, λ ≥ 0} ç íóëüîâèì ñåðåäíiì òà
êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ

γ (λ1, λ2) = F (λ1) ∧ F (λ2) ,

òîäi ∀0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ λ3:

cov (Zλ3 − Zλ2, Zλ2 − Zλ1) = γ (λ3, λ2)− γ (λ2, λ2)− γ (λ3, λ1) + γ (λ2, λ1) = 0

òà
E |Zλ2 − Zλ1|

2 = F (λ2)− F (λ1) .

Çâiäêè îòðèìà¹ìî, ùî Z ¹ ïðîöåñîì ç íåêîðåëüîâàíèìè ïðèðîñòàìè òà ¹
íåïåðåðâíèé çëiâà i âiäïîâiäíà î.â.ì. ìà¹ ñòðóêòóðíó ìiðó ν.

Âïðàâà 4.5. Íåõàé {Nt, t ≥ 0} � ïðîñòèé ïðîöåñ Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ
α > 0. Ïîêàçàòè, ùî

{Zλ = Nλ − αλ, λ ≥ 0}
� ïðîöåñ ç îðòîãîíàëüíèìè ïðèðîñòàìè òà çíàéòè ñòðóêòóðíó ìiðó âiäïîâiäíî¨
î.â.ì.

Âïðàâà 4.6. Íåõàé ζ � î.â.ì. òàêà, ùî

ζ[λ1, λ2) = Wλ2 −Wλ1,∀0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ λ0,

äå {Wλ, λ ∈ [0, λ0]} � ñòàíäàðòíèé ïðîöåñ Âiíåðà. Ïîêàçàòè, ùî ì.í.
âiäîáðàæåííÿ ζ (·, ω) íå ¹ çàðÿäîì íà B ([0, λ0]).

Äëÿ äîâiëüíî¨ g ∈ L2[0,∞) âèçíà÷åíà â.â.∫
[0,∞)

gdZ,

ÿêó íàçèâàþòü ñòîõàñòè÷íèì iíòåãðàëîì (àáî iíòåãðàëîì Áîõíåðà-Âiíåðà)
äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨ g çà ïðîöåñîì Z. ßêùî, g ∈ L2 [0, t], ∀t ≥ 0, òîäi
g1[0,t] ∈ L2[0,∞) òà âèçíà÷åíèé iíòåãðàë

∫
[0,∞) g1[0,t]dZ, ÿêèé ïîçíà÷àþòü ÿê∫ t

0 gdZ i íàçèâàþòü íåâèçíà÷åíèì ñòîõàñòè÷íèì iíòåãðàëîì.
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Âïðàâà 4.7. Íåõàé {Zλ, λ ≥ 0} � öåíòðîâàíèé ïðîöåñ íåïåðåðâíèé çëiâà â
ñ.êâ. òà íåêîðåëüîâàíèìè ïðèðîñòàìè, âiäïîâiäíà î.â.ì. ÿêîãî ìà¹ ñêií÷åííó
ñòðóêòóðíó ìiðó. Ïîêàçàòè, ùî ïðîöåñ

Xt =

∫
[0,∞)

eıλtdZλ, t ≥ 0,

¹ öåíòðîâàíèì íåïåðåðâíèì â ñ.êâ. ñòàöiîíàðíèì ó øèðîêîìó ñåíñi.

Âïðàâà 4.8. Íåõàé {Nt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ 1 çi
ñòðèáêàìè â ìîìåíòè {τn}, N̄t = Nt − t � êîìïåíñîâàíèé ïðîöåñ. Ïîêàçàòè,
ùî öåé ïðîöåñ çàäà¹ î.â.ì. ζ íà îáìåæåíèõ áîðåëåâèõ ìíîæèíàõ ç R+ çi
ñòðóêòóðíîþ ìiðîþ � ìiðîþ Ëåáåãà `. Äîâåñòè, ùî ∀g ∈ L2 [0, t]:∫ t

0

gdN̄ =
∑

n∈N:τn≤t

g (τn)−
∫ t

0

g (s) ds.

Ïðèêëàä (ëiíiéíèé ôiëüòð äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó). Íåõàé {Zλ, λ ≥ 0}
� öåíòðîâàíèé ïðîöåñ íåïåðåðâíèé çëiâà â ñ.êâ. òà íåêîðåëüîâàíèìè
ïðèðîñòàìè, âiäïîâiäíà î.â.ì. ÿêîãî ìà¹ ñêií÷åííó ñòðóêòóðíó ìiðó. Ôóíêöiÿ
Φ̃t òàêà, ùî ∫ t

0

∣∣∣Φ̃u

∣∣∣ du <∞,∀t ≥ 0.

Ïîêàæåìî, ùî ïðîöåñ

Yt =

∫ t

0

Φ̃t−uXudu,

äå Xt =
∫

[0,∞) e
ıλtdZλ, t ≥ 0, ¹ öåíòðîâàíèì ñòàöiîíàðíèì ó øèðîêîìó ñåíñi.

Ïîêàæåìî, ùî òàê âèçíà÷åíèé ïðîöåñ ¹ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé:

E |Yt|2 = (Yt, Yt) =

∫ t

0

∫ t

0

Φ̃t−uΦ̃t−v (Xu, Xv) dudv ≤

≤ ν[0,∞)

(∫ t

0

∣∣∣Φ̃u

∣∣∣ du)2

<∞.

Öåé ïðîöåñ ìîæíà ïîäàòè â òàêié ôîðìi

Yt =

∫ t

0

Φ̃t−u

∫ ∞
0

eıλudZλdu =

∫ ∞
0

eıλtΦλdZλ,

äå Φλ =
∫ t

0 e
−ıλuΦ̃udu. Çà òåîðåìîþ ïðî ïîðîäæåíó îðòîãîíàëüíó ìiðó

âèìiðíèì âiäîáðàæåííÿì ç öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî

Yt =

∫ ∞
0

eıλtdZΦ
λ ,
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äå
{
ZΦ
λ , λ ≥ 0

}
� ïðîöåñ ç íåêîðåëüîâàíèìè ïðèðîñòàìè, âiäïîâiäíà î.â.ì.

ÿêîãî ìà¹ ñòðóêòóðíó ìiðó

νΦ (A) =

∫
A

|Φ|2 dν.

Òîìó ïðîöåñ Yt ¹ öåíòðîâàíèé ñòàöiîíàðíèé ó øèðîêîìó ñåíñi ç êîâàðiàöiéíîþ
ôóíêöi¹þ

γYt =

∫ ∞
0

eiλt |Φλ|2 dν.

Â òåîði¨ îáðîáêè ñèãíàëiâ ôóíêöiþ Φ̃ íàçèâàþòü iìïóëüñíîþ
õàðàêòåðèñòèêîþ ïåðåòâîðåííÿ, à Φ � ÷àñòîòíîþ.

Âïðàâà 4.9. Â óìîâàõ ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó âèçíà÷èòè ÷àñòîòíó
õàðàêòåðèñòèêó, ÿêùî Yt = Xt+t0.

Ïîçíà÷èìî ξt =
∫ t

0 gdZ, îñêiëüêè ∀0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ t3:

(ξt2 − ξt1, ξt3 − ξt2) =
〈
g1(t1,t2], g1(t2,t3]

〉
= 0,

ìà¹ìî ùî â.ï. {ξt, t ≥ 0} ìà¹ îðòîãîíàëüíi ïðèðîñòè. Áiëüø òîãî, ç
öåíòðîâàíîñòi Z âèïëèâà¹ öåíòðîâàíiñòü ξ. ßêùî Zt � íåïåðåðâíèé â ñ.êâ.,
òîäi

F (λ) = ‖Zλ − Z0‖2
L2(Ω)

¹ íåïåðåðâíîþ, i çíà÷èòü, ñòðóêòóðíà ìiðà ν âiäïîâiäíî¨ î.â.ì. òàêîæ
íåïåðåðâíà. Òîäi ç ðiâíîñòi

‖ξt − ξs‖2
L2(Ω) = ‖g1(s,t]‖2

L2[0,∞) =

∫ t

s

|g|2 dν, t ≥ s,

âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü ξt â ñ.êâ. Òîáòî, íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë Áîõíåðà-
Âiíåðà çà íåïåðåðâíèì â ñ.êâ. ïðîöåñîì ç íåêîðåëüîâàíèìè ïðèðîñòàìè â
ñâîþ ÷åðãó âèçíà÷à¹ â.ï. ç îðòîãîíàëüíèìè ïðèðîñòàìè íåïåðåðâíèé â ñ.êâ.

Ëåìà 4.3 (ïðî çíàõîäæåííÿ íåâèçíà÷åíîãî ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëó âiä
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨). Íåõàé g = g (s) � íåïåðåðâíà íà [0, t] äåòåðìiíîâàíà
ôóíêöiÿ, {tni }

n
i=1 � ïîñëiäîâíi ðîçáèòòÿ âiäðiçêó [0, t]: maxi=0,n−1 ∆tni → 0,

òîäi ∫ t

0

gdZ = l.i.m.n→∞

n−1∑
i=0

g (tni ) ∆Ztni .

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî

gn (s) =
n−1∑
i=0

g (tni )1[ti,ti+1) (s) ,
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i îñêiëüêè öÿ ôóíêöiÿ ïðîñòà, çà îçíà÷åííÿì iíòåãðàëó çà îðòîãîíàëüíîþ
ìiðîþ îäåðæó¹ìî ∫ t

0

gndZ =
n−1∑
i=0

g (tni ) ∆Ztni .

Ðîçãëÿíåìî

‖g − gn‖2
L2[0,t] =

∫ t

0

|g (s)− gn (s)|2 ν (ds) =

=
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

|g (s)− g (tni )|
2 ν (ds) ≤ max

i=1,n,s∈[tni ,t
n
i+1)
|g (s)− g (tni )|

2 ν [0, t] .

Âðàõîâóþ÷è, ùî g ¹ íåïåðåðâíà íà [0, t], à çíà÷èòü, i ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà,

îòðèìà¹ìî ùî öÿ íîðìà ïðÿìó¹ äî 0, êîëè n → ∞. Çâiäêè gn
L2[0,t]−→ g, i çà

íåïåðåðâíiñòþ ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëó
∫ t

0 gndZ
L2(Ω)−→

∫ t
0 gdZ.

Òåîðåìà 4.4 (ïðî iíòåãðóâàííÿ ïî ÷àñòèíàõ iíòåãðàëà Áîõíåðà-Âiíåðà).
Íåõàé G � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà íà R+ ôóíêöiÿ çi ùiëüíiñòþ g òà ïðîöåñ ç
íåêîðåëüîâàíèìè ïðèðîñòàìè {Zλ, λ ≥ 0} ìà¹ íåïåðåðâíi òðà¹êòîði¨, òîäi
äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0:∫ t

0

GdZ = G (s)Zs|t0 −
∫ t

0

Zsg (s) ds ì.í.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ ïðî çíàõîäæåííÿ íåâèçíà÷åíîãî ñòîõàñòè÷íîãî
iíòåãðàëó âiä íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨∫ t

0

GdZ = l.i.m.n→∞

n−1∑
i=0

G (tni ) ∆Ztni .

Ïåðåïèøåìî
∑n−1

i=0 G (tni ) ∆Ztni ÿê

G (tnn−1)Ztnn −G (tn0)Ztn0 −
n−1∑
i=0

Ztni+1
∆G (tni ) + Ztnn∆G (tnn−1) .

Îñêiëüêè G ìà¹ ùiëüíiñòü g, âèâîäèìî

n−1∑
i=0

Ztni+1
∆G (tni ) =

∫ t

0

(
n−1∑
i=0

Ztni+1
1[tni ,t

n
i+1) (s)

)
g (s) ds.

Âðàõîâóþ÷è, ùî òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó Z íåïåðåðâíi, ìà¹ìî∑n−1
i=0 Ztni+1

1[tni ,t
n
i+1) (s) → Zs ðiâíîìiðíî äëÿ äîâiëüíîãî ω, i îñêiëüêè g

iíòåãðîâíà, çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü îòðèìà¹ìî∫ t

0

(
n−1∑
i=0

Ztni+1
1[tni ,t

n
i+1) (s)

)
g (s) ds→

∫ t

0

Zsg (s) ds.
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I çàëèøèëîñü çàçíà÷èòè, ùî ãðàíèöÿ â ñ.êâ. çáiãà¹òüñÿ ì.í. ç ãðàíèöåþ ç
iìîâiðíiñòþ 1, ÿêùî îáèäâi ãðàíèöi iñíóþòü.

Ðîçãëÿíåìî îêðåìî ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë çà ïðîöåñîì Âiíåðà, ÿêèé
áóäåìî íàçèâàòè iíòåãðàëîì Âiíåðà. ßêùî ôóíêöiÿ gn ïðîñòà i ¨¨ ìîæíà
ïîäàòè ÿê

∑n−1
i=0 ci1[ti,ti+1), äå c0, . . ., cn−1 ∈ C, 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn, òîäi çà

îçíà÷åííÿì ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëó∫
[0,∞)

gndW =
n−1∑
i=0

ci∆Wti.

Òîáòî öåé iíòåãðàë ÿê ñóìà íåçàëåæíèõ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ â.â. ìà¹
íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ñåðåäíiì 0 òà äèñïåðñi¹þ

n−1∑
i=0

|ci|2 ∆ti =

∫ ∞
0

|gn (t)|2 dt = ‖gn‖2
L2[0,∞).

Çà ëåìîþ ïðî àïðîêñèìàöiþ ôóíêöié ç L2 (Λ) äëÿ äîâiëüíî¨ g ∈ L2[0,∞) iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòèõ ôóíêöié âèäó gn =

∑n−1
i=0 ci1[ti,ti+1): ‖g− gn‖L2[0,∞) → 0,

êðiì òîãî, ∫
[0,∞)

gdW = l.i.m.n→∞

∫
[0,∞)

gndW.

Çi çáiæíîñòi â ñ.êâ. âèïëèâà¹ çáiæíiñòü çà ðîçïîäiëîì, i çà òåîðåìîþ Ëåâi
íåïåðåðâíîñòi ìà¹ìî, ç îäíi¹¨ ñòîðîíè,

E exp

{
ıα

∫
[0,∞)

gndW

}
→ E exp

{
ıα

∫
[0,∞)

gdW

}
.

À ç iíøî¨,

E exp

{
ıα

∫
[0,∞)

gndW

}
= exp

{
−α

2

2
‖gn‖2

}
→ exp

{
−α

2

2
‖g‖2

}
.

Çâiäêè îòðèìà¹ìî

E exp

{
ıα

∫
[0,∞)

gdW

}
= exp

{
−α

2

2
‖g‖2

}
,

i ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
∫

[0,∞) gdW ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ñåðåäíiì 0 òà

äèñïåðñi¹þ ‖g‖2.

Òåîðåìà 4.5 (ïðî ãàóññîâiñòü íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà Âiíåðà). Íåõàé
ôóíêöiÿ g ∈ L2 [0, t], ∀t ≥ 0, òîäi â.ï.

ξt =

∫ t

0

gdW, t ≥ 0,
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¹ öåíòðîâàíèì ïðîöåñîì Ãàóññà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ

γξ (s, t) =

∫ s∧t

0

|g (u)|2 du.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíi t1, . . . , tm ≥ 0 i äîâåäåìî íîðìàëüíiñòü âåêòîðà
(ξt1, . . . , ξtm). Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ∀c1, . . . , cm ∈ C ñóìà∑m

i=1 ciξti ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië. Âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü iíòåãðàëó Âiíåðà,
öþ ñóìó ìîæåìî ïåðåïèñàòè ÿê

∫
[0,∞) fdW , äå f =

∑m
i=1 cig1[0,ti]. Îñêiëüêè∫ ∞

0

|f |2 dt =
m∑

i,j=1

cic̄j

∫ ∞
0

|g|2 1[0,ti∧tj ]dt <∞,

çà äîâåäåíèì âèùå
∫

[0,∞) fdW ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië. Áiëüø òîãî, Eξt = 0
òà

Eξsξ̄t =

(∫ s

0

gdW,

∫ t

0

gdW

)
=
〈
g1[0,s], g1[0,t]

〉
=

∫ s∧t

0

|g (u)|2 du.

Íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë Âiíåðà

ξt =

∫ t

0

gdW, t ≥ 0,

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïðîöåñ Âiíåðà ç �âèêðèâëåíèì ÷àñîì�. Ïðèïóñòèìî, ùî
|g (t)|2 > 0, ∀t ≥ 0, òîäi âiäîáðàæåííÿ

τt = inf

{
s ≥ 0 :

∫ s

0

|g (u)|2 du = t

}
¹ ái¹êöi¹þ, êðiì òîãî,

τ−1
t =

∫ t

0

|g (u)|2 du.

Âèçíà÷èìî W̃t = ξτt, âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëà Âiíåðà ìà¹ìî, ùî
öåé ïðîöåñ ¹ öåíòðîâàíèì ïðîöåñîì Ãàóññà ç W̃0 = 0 ì.í. òà êîâàðiàöiéíîþ
ôóíêöi¹þ ∫ τt∧τs

0

|g (u)|2 du = t ∧ s.

Òîáòî,
{
W̃t, t ≥ 0

}
âèçíà÷à¹ äåÿêèé ïðîöåñ Âiíåðà, áiëüø òîãî, ξt = W̃τ−1t

.

Çàâäàííÿ 17. Íåõàé {ξt, t ≥ 0} � öåíòðîâàíèé ïðîöåñ Ãàóññà ç
íåêîðåëüîâàíèìè ïðèðîñòàìè. Ïîêàçàòè, ùî ìîæëèâî íà ðîçøèðåíîìó

éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði iñíó¹ ïðîöåñ Âiíåðà
{
W̃t, t ≥ 0

}
i äåòåðìiíîâàíà

ôóíêöiÿ τt, ùî ξt = W̃τt, t ≥ 0.
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Ïðèêëàä (ïîäàííÿ ïðîöåñó Îðåíøòåéíà-Óëåíáåêà â òåðìiíàõ iíòåãðàëó
Âiíåðà). Íåõàé g (u) = eαu, äå α > 0, òîäi g ∈ L2 [0, t], ∀t ≥ 0, òà âèçíà÷åíèé
iíòåãðàë Âiíåðà

∫ t
0 gdW , ùî ¹ öåíòðîâàíèì ïðîöåñîì Ãàóññà ç êîâàðiàöiéíîþ

ôóíêöi¹þ ∫ s∧t

0

e2αudu =
1

2α

(
e2α(s∧t) − 1

)
.

Íåõàé â.â. ξ0 ∼ N (0, 1) íåçàëåæíà âiä {Wt, t ≥ 0}, òîäi

Xt = ξ0e
−αt +

√
2αe−αt

∫ t

0

eαudW

¹ öåíòðîâàíèé ïðîöåñ Ãàóññà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ

γX (s, t) = e−α(t+s) + e−α(t+s)
(
e2α(s∧t) − 1

)
= e−α|t−s|.

Ç öüîãî ïîäàííÿ, çîêðåìà, âèïëèâà¹ ñòàöiîíàðíiñòü X ó øèðîêîìó ñåíñi.
Áiëüø òîãî, äëÿ X ìà¹ìî òàêå ïîäàííÿ

Xt = ξ0e
−αt + W̃(1−e−2αt),

äå
{
W̃t, t ≥ 0

}
� äåÿêèé ïðîöåñ Âiíåðà.

Âiäìiòèìî, ùî çà òåîðåìîþ ïðî iíòåãðóâàííÿ ïî ÷àñòèíàõ iíòåãðàëà
Áîõíåðà-Âiíåðà äëÿ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié g ìà¹ìî∫ t

0

gdW = gtWt −
∫ t

0

Wsg
′
sds ì.í.,

äå îñòàííié iíòåãðàë ìîæíà ðîçóìiòè â òåðìiíàõ çáiæíîñòi ç iìîâiðíiñòþ 1.
Îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ ìîæíà çàñòîñóâàòè ÿê îçíà÷åííÿ íåâèçíà÷åíîãî
ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëà çà ïðîöåñîì Âiíåðà, ïðîòå òàêèé ïiäõiä íå ¹
åôåêòèâíèé, ÿêùî ñïðîáó¹ìî ðîçøèðèòè ìíîæèíó ïiäiíòåãðàëüíèõ ôóíêöié
äî äåÿêèõ ôóíêöiîíàëiâ, çàëåæíèõ âiä òðà¹êòîðié ïðîöåñó Âiíåðà.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà. Ïîêàçàòè, ùî
{
W 2

t − t, t ≥ 0
}

� ïðîöåñ ç îðòîãîíàëüíèìè ïðèðîñòàìè òà çíàéòè ñòðóêòóðíó ìiðó
âiäïîâiäíî¨ î.â.ì.

2. Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � ïðîöåñ Âiíåðà, ôóíêöi¨ g1, . . ., gn ∈ L2[0,∞).
Ïîêàçàòè, ùî âåêòîð ç åëåìåíòàìè

∫
R+
gidW , i = 1, n, � íîðìàëüíèé.

Çíàéòè ñåðåäí¹ òà êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ öüîãî âåêòîðà.

3. Çíàéòè E
(∫ 2

0 sdW ×
∫ 1

0 Wsds
)
.
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4. Íåõàé {Zλ, λ ∈ R+} � ïðîöåñ ç îðòîãîíàëüíèìè ïðèðîñòàìè òà
ñòðóêòóðíîþ ìiðîþ ν, f � ìîíîòîííî íåñïàäíà ôóíêöiÿ íà R+.
Ïîêàçàòè, ùî ïðîöåñ

{
Xλ = Zf(λ), λ ∈ R+

}
ìà¹ îðòîãîíàëüíi ïðèðîñòè.

Çíàéòè ñòðóêòóðíó ìiðó âiäïîâiäíî¨ î.â.ì.

5. Íåõàé {Zλ, λ ∈ R+} � â.ï. ç îðòîãîíàëüíèìè ïðèðîñòàìè, ñòðóêòóðíà

ìiðà ÿêîãî ¹ ìiðîþ Ëåáåãà. Çíàéòè E
(∫ 3

0 (λ+ 2) dZ ×
∫ 2

0 λ
2dZ
)
.

4.2. Iíòåãðàë Iòî

Íåõàé {Ω,F , {Ft} ,P} � iìîâiðíiñíèé ïðîñòið ç ïîâíîþ íåïåðåðâíîþ
ñïðàâà ôiëüòðàöi¹þ, íà ÿêîìó çàäàíèé ïðîöåñ Âiíåðà {Wt, t ≥ 0} âiäíîñíî
{Ft}, òîáòî ïðîöåñ Âiíåðà óçãîäæåíèé ç ôiëüòðàöi¹þ {Ft} òà ïðèðîñòàìè
Wt+h − Wt íåçàëåæíèìè âiä Ft, t, h > 0. Âèçíà÷èìî iíòåãðàë Iòî ñïî÷àòêó
äëÿ ïðîñòèõ â.ï.

Ïðîñòið S2
T

Ïîçíà÷èìî ïðîñòið ïðîñòèõ óçãîäæåíèõ (àáî áiëüø òî÷íiøå,
îïöiîíàëüíèõ) êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ íà [0, T ] â.ï. ÷åðåç S2

T , òîáòî
âiäîáðàæåíü

ξ : [0, T ]× Ω→ R
òàêèõ, ùî iñíóþòü 0 = t0 < t1 < . . . < tn < tn+1 = T òà â.â. {ξi}ni=0 ∈ L2 (Ω):
ξj ∈ Ftj , äëÿ ÿêèõ ξt (ω) = ξj (ω), ÿêùî tj ≤ t < tj+1, j = 0, n, n ∈ N. Ïðîñòið
â.ï. ξ = {ξt, t ≥ 0} òàêèõ, ùî ξ|[0,T ]×Ω ∈ S2

T , ∀T > 0, ïîçíà÷èìî ÷åðåç S2.
Íåõàé ξ ∈ S2 òà T > 0, âèçíà÷èìî iíòåãðàë Iòî äëÿ ξ ÿê

IT (ξ) =

∫ ∞
0

ξs1[0,T )dWs =
n−1∑
j=0

ξj∆Wtj + ξn (WT −Wtn) =
n∑
j=0

ξj∆Wtj∧T ,

äå ∆Wtj = Wtj+1
− Wtj � ïðèðiñò ïðîöåñó Âiíåðà íà j-ìó ïðîìiæêó

ñòàëîñòi ξ, n = max {k ∈ Z+ : tk < T}. Âiäçíà÷èìî, ùî çàìiñòü íåïåðåðâíèõ
ñïðàâà ïðîñòèõ ïðîöåñiâ ìîæíà ðîçãëÿíóòè íåïåðåðâíi çëiâà (ïåðåäáà÷óâàíi)
âèäó ξ =

∑n
j=0 ξj1(tj ,tj+1], âiäïîâiäíèé iíòåãðàë Iòî âèçíà÷àþòü àíàëîãi÷íî

i ïîçíà÷àþòü ÿê
∫∞

0 ξs1(0,T ]dWs. Íåïåðåðâíiñòü òðà¹êòîðié ïðîöåñó Âiíåðà
ïðèçâîäèòü äî íåiñòîòíîñòi ðiçíèöi â îçíà÷åííÿõ, òîìó â îáîõ âèïàäêàõ òàêîæ
âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ IT (ξ) =

∫ T
0 ξsdWs.

Âïðàâà 4.10. Ïîêàçàòè, ùî IT (ξ) íå çàëåæèòü âiä ñïîñîáó ïîäàííÿ ïðîñòîãî
â.ï. ξ i ¹ ëiíiéíèì içîìåòðè÷íèì âiäîáðàæåííÿì ç S2

T â ìíîæèíó íåïåðåðâíèõ
öåíòðîâàíèõ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ ìàðòèíãàëiâ íà [0, T ]. Òîáòî, äëÿ
äîâiëüíèõ α, β ∈ R, 0 ≤ s < t ≤ T òà ξ, η ∈ S2

T :
1) IT (αξ + βη) = αIT (ξ) + βIT (η);
2) E (IT (ξ) IT (η)) = E

∫ T
0 ξuηudu;

3) IT
(
ξ1[0,t)

)
= IT

(
ξ1[0,s)

)
+ IT

(
ξ1[s,t)

)
;
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4) EIT (ξ) = 0 òà E (IT (ξ))2 = E
∫ T

0 ξ2
udu <∞;

5) It (ξ) íåïåðåðâíå ì.í. ïî t;
6) E (It (ξ) |Fs) = Is (ξ).

Âïðàâà 4.11. Ïîêàçàòè, ùî ∀N, ε > 0 òà ξ ∈ S2
T ìà¹ìî

P {|IT (ξ)| > ε} ≤ N

ε2
+ P

{∫ T

0

ξ2
t dt > N

}
.

Çàâäàííÿ 18. Íåõàé {ξn}n∈N � ïîñëiäîâíiñòü â.ï. ç S2
T :∫ T

0

|ξn (t)− ξm (t)|2 dt P→ 0, n,m→∞.

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü ç âïðàâè 4.11, ïîêàçàòè ùî

(IT (ξn)− IT (ξm))2 P→ 0, n,m→∞.

Ïðèêëàä (ïðîñòið êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ ìàðòèíãàëiâ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
LM 2

T ïðîñòið êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ ìàðòèíãàëiâ ç íåïåðåðâíèìè ñïðàâà
òðà¹êòîðiÿìè. Öåé ïðîñòið ¹ ëiíiéíèé i íà íüîìó ìîæíà çàäàòè ñêàëÿðíèé
äîáóòîê (ξ, η) = EξTηT òà íîðìó ‖ξ‖ =

√
Eξ2

T . Ïîêàæåìî, ùî òàê âèçíà÷åíèé
ïðîñòið ¹ ãiëüáåðòîâèì.

Ðîçãëÿíåìî ôóíäàìåíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü {ξn} ç LM 2
T . Çà îçíà÷åííÿì

{ξn (T )} ∈ L2 (Ω) i ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â öüîìó ïðîñòîði, òîäi iñíó¹ â.â.
ξ (T ) ∈ L2 (Ω):

‖ξn (T )− ξ (T ) ‖L2(Ω) → 0, n→∞.
Ïîçíà÷èìî

ξt = E (ξT |Ft) , t ∈ [0, T ] ,

i, îñêiëüêè ôiëüòðàöiÿ {Ft} ïîâíà òà íåïåðåðâíà ñïðàâà, äëÿ â.ï. ξ =
= {ξt, t ∈ [0, T ]} iñíó¹ ìîäèôiêàöiÿ ξ̃ ç íåïåðåðâíèìè ñïðàâà òðà¹êòîðiÿìè.
Êðiì òîãî, ξ̃ ¹ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë òà ‖ξn − ξ̃‖LM2

T
→ 0,

n→∞. Çíà÷èòü ïîñëiäîâíiñòü {ξn} ¹ çáiæíîþ â LM 2
T .

Íåðiâíiñòü Äóáà äëÿ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ ìàðòèíãàëiâ ç
íåïåðåðâíèìè ñïðàâà òðà¹êòîðiÿìè äà¹, ùî ∀ξ ∈ LM 2

T :

E sup
t∈[0,T ]

|ξt|2 ≤ 4E |ξT |2 ,

à çíà÷èòü, ÿêùî ξn
LM2

T→ ξ, òî

E sup
t∈[0,T ]

|ξn (t)− ξt|2 → 0, n→∞.
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Çâiäêè âèâîäèìî, ùî ìîæåìî ïîáóäóâàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü {nk}:∑
k∈N

E sup
t∈[0,T ]

|ξnk (t)− ξt|2 <∞.

Òîäi çà íåðiâíiñòþ ×åáèøåâà

∑
k∈N

P

{
sup
t∈[0,T ]

|ξnk (t)− ξt| ≥ ε

}
<∞,∀ε > 0,

i çà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi

sup
t∈[0,T ]

|ξnk (t)− ξt| → 0 ì.í.

ßêùî ξn ìàþòü íåïåðåðâíi òðà¹êòîði¨, òî îòðèìà¹ìî, ùî ξnk ðiâíîìiðíî íà
[0, T ] ç iìîâiðíiñòþ 1 çáiãàþòüñÿ äî ξ. À çíà÷èòü, ξ òàêîæ ìà¹ íåïåðåðâíi
ì.í. òðà¹êòîði¨. Îòæå, ìíîæèíà íåïåðåðâíèõ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ
ìàðòèíãàëiâ óòâîðþ¹ çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó LM 2

T .

Ïðîñòið M 2
T

Iíòåãðàë Iòî ÿê ëiíiéíó içîìåòðiþ íà S2
T ìîæíà îäíîçíà÷íî äîâèçíà÷èòè

äî içîìåòðè÷íîãî içîìîðôiçìó ïåâíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç M 2

T ìíîæèíó ïðîãðåñèâíî âèìiðíèõ òà êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ íà
[0, T ] â.ï., òîáòî âiäîáðàæåíü ξ : [0, T ]× Ω→ R òàêèõ, ùî

ξ : [0, t]× Ω→ R ∈ B ([0, t])⊗Ft, t ∈ [0, T ] ,

òà

E

∫ T

0

ξ2
sds <∞.

Çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(ξ, η)T = E

∫ T

0

ξsηsds

òà íîðìîþ

‖ξ‖T =
√

(ξ, ξ)T

öåé ïðîñòið ¹ ãiëüáåðòîâèì. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî S2
T ⊂M 2

T .

Ëåìà 4.4 (ïðî ùiëüíiñòü S2
T â M 2

T ). Äëÿ äîâiëüíîãî â.ï. ξ ç M 2
T iñíó¹

ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòèõ â.ï. {ξn}n∈N ç S2
T :

‖ξ − ξn‖T → 0, n→∞.
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà A1 ïðîãðåñèâíî âèìiðíèõ
ðiâíîìiðíî îáìåæåíèõ â.ï., òîáòî òàêèõ, ùî

∃C > 0 : |η (t, ω)| ≤ C, ∀ (t, ω) ∈ [0, T ]× Ω,

ùiëüíèé â M 2
T . Äiéñíî, äëÿ ξ ∈M 2

T ðîçãëÿíåìî

ηn (t) = ξt1{|ξt|≤n} + nsgn (ξt)1{|ξt|>n} ∈ A1,

òîäi äëÿ ìàéæå óñiõ (t, ω): ηn (t, ω)→ ξ (t, ω). Êðiì òîãî,∫ T

0

|ξs − ηn (s)|2 ds ≤ 2

∫ T

0

ξ2
sds+ 2

∫ T

0

η2
n (s) ds ≤ 4

∫ T

0

ξ2
sds.

Îñêiëüêè E
∫ T

0 ξ2
sds <∞, çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü

‖ξ − ηn‖T → 0, n→∞.

Çíà÷èòü M 2
T ⊂ cl (A1).

Ïðèïóñòèìî, ùî â.ï. η ïðîãðåñèâíî âèìiðíèé òà ðiâíîìiðíî îáìåæåíèé
êîíñòàíòîþ C, òîäi â.ï.

η∆ (t) =
1

∆

∫ t

t−∆

ηsds

óçãîäæåíèé ç Ft, îáìåæåíèé:

|η∆| ≤ ∆
1

∆
C = C,

òà

|η∆ (t)− η∆ (s)| = 1

∆

∣∣∣∣∫ t

t−∆

ηudu−
∫ s

s−∆

ηudu

∣∣∣∣ ≤ 2C

∆
|t− s| .

Çà âëàñòèâîñòÿìè iíòåãðàëà Ëåáåãà η∆ ¹ íåïåðåðâíîþ ïî ∆, òîáòî η∆ (t)→ ηt
ì.í., ÿêùî ∆→ 0. Áiëüø òîãî,∫ T

0

|ηs − η∆ (s)|2 ds −→
∆→0

0 ì.í.,

çâiäêè îòðèìà¹ìî ‖η−η∆‖T → 0. Öå âêàçó¹ íà òå, ùî ìíîæèíà A2 ðiâíîìiðíî
îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ óçãîäæåíèõ ç Ft â.ï. òàêà, ùî A1 ⊂ cl (A2).

Ïðèïóñòèìî, ùî ζ � íåïåðåðâíèé ðiâíîìiðíî îáìåæåíèé òà óçãîäæåíèé
ç ôiëüòðàöi¹þ â.ï. íà [0, T ] i âèçíà÷èìî äëÿ íüîãî àïðîêñèìóþ÷ó
ïîñëiäîâíiñòü òàê

ζN (t) =
N−1∑
k=0

ζ

(
kT

N

)
1[kTN , (k+1)T

N ) (t) .
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Äëÿ äîâiëüíîãî N ∈ N â.ï. ζN ∈ S2
T òà ζN (t, ω)→ ζ (t, ω), ∀ (t, ω) ∈ [0, T ]×Ω,

çà íåïåðåðâíiñòþ ζ. Çíà÷èòü çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü

‖ζ − ζN‖T → 0

i, îòæå, A2 ⊂ cl
(
S2
T

)
. À öå âêëþ÷åííÿ îñòàòî÷íî äà¹ cl

(
S2
T

)
= M 2

T .

Çàñòîñîâóþ÷è öþ ëåìó, ìîæåìî âèçíà÷èòè iíòåãðàë Iòî äëÿ â.ï. ç M 2
T

òàêèì ÷èíîì. Äëÿ äîâiëüíî¨ ξ ∈ M 2
T ìîæåìî ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü {ξn}

ç S2
T , ùî ‖ξ − ξn‖T → 0. Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N iíòåãðàë IT (ξn) âèçíà÷åíèé,

ïðè÷îìó IT (ξn) ∈ L2 (Ω) òà

‖IT (ξn)− IT (ξm) ‖L2(Ω) = ‖IT (ξn − ξm) ‖L2(Ω) = ‖ξn − ξm‖T → 0.

Òîáòî IT (ξn) � ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü â L2 (Ω). Âíàñëiäîê ïîâíîòè
L2 (Ω) ïîñëiäîâíiñòü IT (ξn) çáiãà¹òüñÿ â ñ.êâ., ïðè öüîìó îòðèìàíó ãðàíèöþ
íàçèâàþòü iíòåãðàëîì Iòî i ïîçíà÷àþòü ÿê

IT (ξ) =

∫ T

0

ξsdWs.

Ïîêàæåìî, ùî öå îçíà÷åííÿ êîðåêòíå, òîáòî íå çàëåæèòü âiä âèáîðó

àïðîêñèìóþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi. Ïðèïóñòèìî, ùî {ξn},
{
ξ̃n

}
ç S2

T òà ξ ∈M 2
T :

ξn
M2
T−→ ξ, ξ̃n

M2
T−→ ξ,

i ðîçãëÿíåìî

‖IT (ξ)− ĨT (ξ) ‖L2(Ω) = lim
n,m→∞

‖IT (ξn)− IT
(
ξ̃m

)
‖L2(Ω) =

= lim
n,m→∞

‖ξn − ξ̃m‖T ≤ lim
n→∞
‖ξ − ξn‖T + lim

m→∞
‖ξ − ξ̃m‖T = 0.

Çâiäêè IT (ξ) = ĨT (ξ) ì.í.

Âïðàâà 4.12. Çàñòîñîâóþ÷è âëàñòèâîñòi çáiæíîñòi â ñ.êâ., ïîêàçàòè ùî äëÿ
iíòåãðàëà Iòî âiä ξ ∈M 2

T ìàþòü ìiñöå âëàñòèâîñòi 1)-4) òà 6) ç âïðàâè 4.10.

Ëåìà 4.5 (ïðî îäíîðiäíiñòü iíòåãðàëà Iòî çà âèìiðíèì ìíîæíèêîì). Íåõàé
[a, b] ⊂ [0, T ], η ¹ Fa-âèìiðíà òà îáìåæåíà, ξ ∈M 2

T , òîäi

IT
(
ξη1[a,b]

)
= ηIT

(
ξ1[a,b]

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî

ξη1[a,b] ∈M 2
T .
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Äiéñíî, îáìåæåíiñòü òà âèìiðíiñòü η çáåðiãà¹ iíòåãðîâíiñòü òà âèìiðíiñòü ξ.
ßêùî ξ ∈ S2

T , òî ξη òàêîæ íàëåæèòü S2
T i ïîòðiáíó ðiâíiñòü îäåðæó¹ìî

áåçïîñåðåäíiì âèíåñåííÿì η ç êîæíîãî äîäàíêó ñóìè, ùî âèçíà÷à¹ iíòåãðàë.
ßêùî ξ ∈M 2

T òà {ξn} ç S2
T , ùî àïðîêñèìó¹ ξ, òîäi îäåðæèìî ùî

‖ηξ − ηξn‖T ≤ C‖ξ − ξn‖T → 0,

ïðè÷îìó

‖ηIT
(
ξn1[a,b]

)
− ηIT

(
ξ1[a,b]

)
‖L2(Ω) ≤ C‖IT

(
ξ1[a,b]

)
− IT

(
ξn1[a,b]

)
‖L2(Ω) → 0.

Çâiäêè

ηIT
(
ξ1[a,b]

)
= l.i.m.

n→∞
ηIT

(
ξn1[a,b]

)
= l.i.m.

n→∞
IT
(
ηξn1[a,b]

)
= IT

(
ηξ1[a,b]

)
.

Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ [0, T ] iíòåãðàë It (ξ) ¹ â.â., òîáòî
{It (ξ) , t ∈ [0, T ]} ¹ ñiì'¹þ â.â., ïðîòå ðîçãëÿä öi¹¨ ñiì'¨ ÿê â.ï. ïîâ'ÿçàíà
ç òàêîþ ïðîáëåìîþ: It (ξ) âèçíà÷åíà ∀t ∈ [0, T ] íà Ωt: P (Ωt) = 1,
ïðîòå P

(
∩t∈[0,T ]Ωt

)
íåîáîâ'ÿçêîâî äîðiâíþ¹ 1 (áiëüø òîãî, ìîæëèâî ùî öåé

ïåðåòèí ìà¹ ìiðó 0). Äëÿ ïîäîëàííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè êëþ÷îâîþ ¹ âëàñòèâiñòü
íåïåðåðâíîñòi.

Òåîðåìà 4.6 (ïðî íåïåðåðâíó ìîäèôiêàöiþ iíòåãðàëà Iòî). Íåõàé ξ ∈ M 2
T ,

òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíà ç iìîâiðíiñòþ 1 ìîäèôiêàöiÿ äëÿ It (ξ). Áiëüø òîãî,
ìàþòü ìiñöå òàêi íåðiâíîñòi:

P

{
sup
t≤T
|It (ξ)| ≥ a

}
≤ 1

a2
‖ξ‖2

T ,∀a > 0,

òà

E

(
sup
t≤T
|It (ξ)|2

)
≤ 4‖ξ‖2

T .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {ξn} � ïîñëiäîâíiñòü ç S2
T , ùî àïðîêñèìó¹ ξ. Îñêiëüêè

It (ξn) � íåïåðåðâíèé ïî t ìàðòèíãàë, çà òåîðåìîþ Äóáà ïðî ìàêñèìàëüíi
íåðiâíîñòi îòðèìà¹ìî

P

{
sup
t≤T
|It (ξm)− It (ξn)| ≥ ε

}
≤ 1

ε2
‖ξn − ξm‖2

T ,

äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0. Âðàõîâóþ÷è ôóíäàìåíòàëüíiñòü ξn ìîæåìî âèáðàòè
{ξnk}: ‖ξnk − ξnk+1

‖T ≤ 1
k3 . Ïîçíà÷èìî

Ak =

{
sup
t≤T

∣∣It (ξnk)− It (ξnk+1

)∣∣ ≥ 1

k2

}
,
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òîäi P (Ak) ≤ k4

k6 = 1
k2 , i çà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëi P

(
limkAk

)
= 0 àáî

P
(
limkĀk

)
= 1. Òîáòî ∃Ω0: P (Ω0) = 1, ùî

∀ω ∈ Ω0 : ∃N : ∀k > N : ω ∈ Āk.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî It (ξnk) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà [0, T ]. Îñêiëüêè
It (ξnk) ç iìîâiðíiñòþ 1 íåïåðåðâíà, âèâîäèìî ùî It (ξ) ìà¹ ì.í. íåïåðåðâíó
ìîäèôiêàöiþ. Íåðiâíîñòi â óìîâi òåîðåìè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç
òåîðåìè Äóáà ïðî ìàêñèìàëüíi íåðiâíîñòi äëÿ íåïåðåðâíèõ ìàðòèíãàëiâ.

Çàâäàííÿ 19. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M 2 êëàñ â.ï. ξ = {ξt, t ≥ 0} òàêèõ, ùî
ξ|[0,T ]×Ω ∈ M 2

T , ∀T > 0. Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ íåïåðåðâíèé êâàäðàòè÷íî

iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë {Xt, t ≥ 0}: Xt = It (ξ) òà EX2
t = E

∫ t
0 ξ

2
sds, ∀t ≥ 0.

Òåîðåìà 4.7 (ïðî âëàñòèâiñòü óìîâíî¨ içîìåòði¨). Íåõàé ξ ∈ M 2
T òà [a, b] ⊂

⊂ [0, T ], òîäi

E
(
I2
T

(
ξ1[a,b]

)
|Fa
)

= E

(∫ b

a

ξ2
sds|Fa

)
.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ äîñòàòíüî
äîâåñòè, ùî äîâiëüíî¨ A ∈ Fa ìà¹ìî

E1A

(∫ b

a

ξsdWs

)2

= E1AE

(∫ b

a

ξ2
sds|Fa

)
.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ïðàâó ñòîðîíó öi¹¨ ðiâíîñòi. Çà âëàñòèâîñòÿìè óìîâíîãî
ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ

1AE

(∫ b

a

ξ2
sds|Fa

)
= E

(∫ b

a

1Aξ
2
sds|Fa

)
,

çâiäêè çà ôîðìóëîþ ïîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ îòðèìà¹ìî

E1AE
(∫ b

a ξ
2
sds|Fa

)
= E

(
E
(∫ b

a 1Aξ
2
sds|Fa

))
= E

∫ b
a (1Aξs)

2 ds. Çàñòîñîâóþ÷è

ëåìó ïðî îäíîðiäíiñòü iíòåãðàëà Iòî çà âèìiðíèì ìíîæíèêîì òà âëàñòèâiñòü
içîìåòði¨, äëÿ ëiâî¨ ñòîðîíè îòðèìà¹ìî

E

(
1A

∫ b

a

ξsdWs

)2

= E

∫ b

a

(1Aξs)
2 ds.

Çà òåîðåìîþ ïðî ìàðòèíãàëüíó âëàñòèâiñòü ïðîöåñó Âiíåðà {Wt, t ≥ 0}
òà
{
W 2

t − t, t ≥ 0
}

¹ ìàðòèíãàëàìè. Ôóíêöiÿ t äi¹ ÿê êîìïåíñàòîð, ÿêèé
òðåáà âiäíÿòè âiä ñóáìàðòèíãàëó W 2

t äëÿ òîãî, ùîá âiäíîâèòè ìàðòèíãàëüíó
âëàñòèâiñòü (î÷iêóâàíå çíà÷åííÿ ñóáìàðòèíãàëó çáiëüøó¹òüñÿ, i äëÿ òîãî
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ùîá îòðèìàòè ìàðòèíãàë, íåîáõiäíî âiäíÿòè ïåâíó âåëè÷èíó, ÿêà äàñòü
ñòàëå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ). Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò ìîæåìî îòðèìàòè äëÿ
iíòåãðàëó Iòî. Îñêiëüêè It (ξ) � ìàðòèíãàë, I2

t (ξ) � ñóáìàðòèíãàë, âèçíà÷èìî
âiäïîâiäíèé êîìïåíñàòîð.

Òåîðåìà 4.8 (ïðî êîìïåíñàòîð iíòåãðàëà Iòî). Íåõàé ξ ∈M 2
T , òîäi

ηt = I2
t (ξ)−

∫ t

0

ξ2
sds

âèçíà÷à¹ ìàðòèíãàë.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ 0 < s < t ìà¹ìî

E (ηt − ηs|Fs) = E
(
I2
t (ξ)− I2

s (ξ) |Fs
)
− E

(∫ t

s

ξ2
udu|Fs

)
.

Ðîçãëÿíåìî îêðåìî ïåðøèé äîäàíîê, ÿêèé ìîæíà ïîäàòè ÿê

E
(

(It (ξ)− Is (ξ))2 |Fs
)
− E (2Is (ξ) (It (ξ)− Is (ξ)) |Fs) ,

äå âíàñëiäîê ìàðòèíãàëüíî¨ âëàñòèâîñòi äðóãèé äîäàíîê äîðiâíþ¹ 0, à ïåðøèé

çà òåîðåìîþ ïðî âëàñòèâiñòü óìîâíî¨ içîìåòði¨ áóäå E
(∫ t

s ξ
2
udu|Fs

)
. Îòæå,

E (ηt − ηs|Fs) = 0.

Òåîðåìà 4.9 (ïðî êâàäðàòè÷íó âàðiàöiþ iíòåãðàëó Iòî). Íåõàé ξ ∈ M 2
T ,∫ T

0 ξ2
sds ≤ C òà |It (ξ)| ≤ D, t ∈ [0, T ], òîäi êâàäðàòè÷íà âàðiàöiÿ iíòåãðàëà

Iòî äîðiâíþ¹
∫ T

0 ξ2
sds.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {ti}ni=0 � äåÿêå ïîñëiäîâíå ðîçáèòòÿ âiäðiçêó [0, T ].
Ïîçíà÷èìî

Xn =
n−1∑
i=0

(∆Iti (ξ))2 −
∫ T

0

ξ2
sds

òà

Yi = (∆Iti (ξ))2 −
∫ ti+1

ti

ξ2
sds,

i = 0, n− 1, i ïîêàæåìî, ùî Xn =
∑n−1

i=0 Yi çáiãà¹òüñÿ â ñ.êâ. äî 0.
Ðîçãëÿíåìî

EX2
n =

n−1∑
i=0

EY 2
i + 2

∑
i<j

E (YiYj)

i ïîêàæåìî, ùî äðóãèé äîäàíîê íóëüîâèé. Çà òåîðåìîþ ïðî êîìïåíñàòîð
iíòåãðàëà Iòî â.â. Yj ¹ ìàðòèíãàë ðiçíèöåþ, òîäi äëÿ i < j ìà¹ìî

E (YiYj) = E
(
E
(
YiYj|Ftj

))
= E

(
YiE

(
Yj|Ftj

))
= 0.
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Çâiäêè

EX2
n ≤ 2E

n−1∑
i=0

(∆Iti (ξ))4 + 2E
n−1∑
i=0

(∫ ti+1

ti

ξ2
sds

)2

.

Ïîêàæåìî îêðåìî, ùî îáèäâi ñóìè ïðÿìóþòü äî 0, ÿêùî n→∞.
Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, îòðèìà¹ìî òàêó îöiíêó

çâåðõó

E
n−1∑
i=0

(∆Iti (ξ))4 ≤ Emax
i

(∆Iti (ξ))2 ×
n−1∑
i=0

(∆Iti (ξ))2 ≤

≤
√

E
(

max
i

(∆Iti (ξ))2
)2

×

√√√√E

(
n−1∑
i=0

(∆Iti (ξ))2

)2

.

Îñêiëüêè iíòåãðàë Iòî It (ξ) íåïåðåðâíèé íà [0, T ], à çíà÷èòü, i ðiâíîìiðíî
íåïåðåðâíèé, maxi (∆Iti (ξ))2 → 0, ÿêùî maxi ∆ti → 0. Çâiäêè çà òåîðåìîþ
Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü ïåðøèé êîðiíü ïðÿìó¹ äî 0, i ïîòðiáíî
ïîêàçàòè îáìåæåíiñòü äðóãîãî. Ïåðåïèøåìî éîãî ÿê

E

(
n−1∑
i=0

(∆Iti (ξ))2

)2

= E
n−1∑
i=0

(∆Iti)
4 + 2E

n−1∑
i=0

(∆Iti)
2
n−1∑
j=i+1

(
∆Itj

)2
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè òà òåîðåìó ïðî âëàñòèâiñòü óìîâíî¨ içîìåòði¨,
îäåðæèìî òàêó íåðiâíiñòü

E
n−1∑
i=0

(∆Iti)
4 ≤ E

n−1∑
i=0

(∣∣Iti+1
(ξ)
∣∣+ |Iti (ξ)|

)2
(∆Iti)

2 ≤ 4D2E
n−1∑
i=0

(∆Iti)
2 =

= 4D2E

(
n−1∑
i=0

E
(

(∆Iti)
2 |Fti

))
= 4D2E

n−1∑
i=0

E

(∫ ti+1

ti

ξ2
sds|Fti

)
=

= 4D2E

∫ T

0

ξ2
sds ≤ 4D2C.

Êðiì òîãî, çàñòîñîâóþ÷è àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìà¹ìî

E
n−1∑
i=0

(∆Iti)
2
n−1∑
j=i+1

(
∆Itj

)2
= E

(
n−1∑
i=0

(∆Iti)
2
n−1∑
j=i+1

E
((

∆Itj
)2 |Ftj

))
=

= E

(
n−1∑
i=0

(∆Iti)
2

∫ T

ti+1

ξ2
sds

)
≤ C2.

Îòæå, E
∑n−1

i=0 (∆Iti (ξ))4 −→
max ∆ti→0

0.
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Äëÿ äðóãî¨ ñóìè ðîçãëÿíåìî òàêó îöiíêó çâåðõó

E
n−1∑
i=0

(∫ ti+1

ti

ξ2
sds

)2

≤ Emax
i

∫ ti+1

ti

ξ2
sds×

∫ T

0

ξ2
sds.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî ω ∈ Ω â.ï. ξ2
s iíòåãðîâíèé, òîäi

∫ t
0 ξ

2
sds ðiâíîìiðíî

íåïåðåðâíèé íà [0, T ], çíà÷èòü, iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi εn ↓ 0 òà δn ↓ 0 òàêi, ùî
êîëè maxi ∆ti ≤ δn ìà¹ìî maxi

∫ ti+1

ti
ξ2
sds < εn. Çâiäêè

E
n−1∑
i=0

(∫ ti+1

ti

ξ2
sds

)2

≤ εnE

∫ T

0

ξ2
sds ≤ Cεn → 0,

ÿêùî n→∞.

ßê i äëÿ iíòåãðàëó Ðiìàíà âiä äåòåðìiíîâàíèõ ôóíêöié äëÿ iíòåãðàëó
Iòî iñíóþòü îêðåìi âèïàäêè, êîëè ðåçóëüòàò iíòåãðóâàííÿ ìîæíà îòðèìàòè
â ÿâíîìó âèãëÿäi. Ïî-ïåðøå, áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî
êîëè ξt (ω) = g (t), äå g � äåÿêà äåòåðìiíîâàíà êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíà
ôóíêöiÿ, iíòåãðàë Iòî It (ξ) ì.í. çáiãà¹òüñÿ ç íåâèçíà÷åíèì iíòåãðàëîì Âiíåðà∫ t

0 gdW , à çíà÷èòü ¹ öåíòðîâàíèì ïðîöåñîì Ãàóññà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ∫ s∧t
0 g2 (u) du. Ïî-äðóãå, êîëè ξt = f (Wt), äå f íàáóâà¹ äîñòàòíüî ïðîñòîãî
âèãëÿäó, ìîæåìî âèêîðèñòàòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.10 (ïðî iíòåãðàë Iòî âiä íåïåðåðâíèõ â ñ.êâ. â.ï.). Íåõàé ξ �
ïðîãðåñèâíî âèìiðíèé òà íåïåðåðâíèé â ñ.êâ. íà [0, T ] â.ï., òîäi äëÿ t ∈ [0, T ]
ìà¹ìî

It (ξ) = l.i.m.n→∞

n−1∑
i=0

ξti∆Wti,

äå {tni }
n
i=0 � ïîñëiäîâíå ðîçáèòòÿ âiäðiçêó [0, t]: max ∆ti → 0.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

ξn =
n−1∑
i=0

ξti1[ti,ti+1),

ÿêà çà ïîáóäîâîþ íàëåæèòü äî S2
T , òîìó çà îçíà÷åííÿì

It (ξn) =
n−1∑
i=0

ξti∆Wti.

Îñêiëüêè â.ï. íåïåðåðâíèé â ñ.êâ. íà âiäðiçêó áóäå ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì,
ìà¹ìî

E

∫ t

0

(ξs − ξn (s))2 ds ≤ t sup
|s−u|≤max ∆ti

E (ξs − ξu)2 → 0, n→∞.

Îòæå, çà îçíà÷åííÿì iíòåãðàëà Iòî It (ξ) = l.i.m.It (ξn).
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Ïðèêëàä (iíòåãðàë Iòî äåÿêèõ ïðîñòèõ ôóíêöié). Áåçïîñåðåäíüî çà
îçíà÷åííÿì äëÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ C ìà¹ìî∫ t

0

CdWs = C (Wt −W0) = CWt ì.í.,

çîêðåìà ∫ t

0

dWs = Wt ì.í.

Çà òåîðåìîþ ïðî iíòåãðóâàííÿ ïî ÷àñòèíàõ iíòåãðàëà Áîõíåðà-Âiíåðà
ìà¹ìî, ùî ∫ t

0

sdWs = tWt −
∫ t

0

Wsds.

Çâiäêè ìîæåìî çíàéòè êîðåëÿöiþ ìiæ iíòåãðàëàìè
∫ t

0 sdWs òà
∫ t

0 Wsds.
Çà îçíà÷åííÿì ïðîöåñó Âiíåðà tWt ∼ N

(
0, t3

)
, çà ðàíiøå ðîçãëÿíóòèì

ïðèêëàäîì iíòåãðàëó â ñ.êâ. âiä ïðîöåñó Âiíåðà
∫ t

0 Wsds ∼ N
(

0, t
3

3

)
òà

çà òåîðåìîþ ïðî ãàóññîâiñòü íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà Âiíåðà
∫ t

0 sdWs ∼
N
(

0, t
3

3

)
. Òîäi

t3 = D (tWt) = D

(∫ t

0

sdWs

)
+ D

(∫ t

0

Wsds

)
+ 2cov

(∫ t

0

sdWs,

∫ t

0

Wsds

)
òà

cov

(∫ t

0

sdWs,

∫ t

0

Wsds

)
=
t3

6
,

à çíà÷èòü, êîðåëÿöiÿ äîðiâíþ¹ 1
2 .

Çà òåîðåìîþ ïðî iíòåãðàë Iòî âiä íåïåðåðâíèõ â ñ.êâ. â.ï. ìà¹ìî, ùî∫ t

0

WsdWs = l.i.m.max ∆ti→0

n−1∑
i=0

Wti∆Wti.

Ïåðåïèøåìî öþ ñóìó â òàêîìó âèãëÿäi

n−1∑
i=0

Wti∆Wti =
1

2

n−1∑
i=0

∆
(
W 2

ti

)
− 1

2

n−1∑
i=0

(∆Wti)
2 =

=
1

2
W 2

t −
1

2

n−1∑
i=0

(
Wti+1

−Wti

)2

i, âðàõîâóþ÷è ùî êâàäðàòè÷íà âàðiàöiÿ ïðîöåñó Âiíåðà íà [0, t] äîðiâíþ¹ t,
ìà¹ìî ∫ t

0

WsdWs =
1

2
W 2

t −
t

2
.
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Âïðàâà 4.13. Ïîêàçàòè, ùî

1. l.i.m.t→0
1
t

∫ t
0 sdWs = 0;

2. cov
(
Wt,

∫ t
0 s

ndWs

)
= tn+1

n+1 , n ∈ N;

3. l.i.m.max ∆ti→0

∑n−1
i=0 Wti+1

∆Wti 6=
∫ t

0 WsdWs;

4.
∫ t

0 sin (Ws) dWs ¹ ìàðòèíãàë.

Çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëà Iòî ìîæåìî âèçíà÷èòè îêðåìèé êëàñ â.ï.

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé ìà¹ìî äåÿêèé ïðîãðåñèâíî âèìiðíèé â.ï. as = as (ω):

P

{∫ T

0

|as| ds <∞
}

= 1

òà
b ∈M 2

T ,

â.ï. âèäó

Xt = X0 +

∫ t

0

asds+

∫ t

0

bsdWs, t ∈ [0, T ] ,

íàçèâàþòü ïðîöåñîì Iòî, à as, bs � éîãî õàðàêòåðèñòèêàìè. Ñêîðî÷åíî
çàïèñóþòü ÿê

dXs = asds+ bsdWs

i íàçèâàþòü dXs ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëîì.

Iíòåãðàë
∫ t

0 asds ¹ ïî-òðà¹êòîðíèì iíòåãðàëîì iíòåãðîâíî¨ ôóíêöi¨,
òîáòî ¹ ì.í. íåïåðåðâíèì ïî t. Íåïåðåðâíiñòü ïî t äëÿ iíòåãðàëà

∫ t
0 bsdWs

¹ íàñëiäîê òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíó ìîäèôiêàöiþ iíòåãðàëà Iòî, òîáòî ìàéæå
óñi òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó Iòî íåïåðåðâíi. ßêùî õàðàêòåðèñòèêà a = 0, òî çà
âëàñòèâîñòÿìè iíòåãðàëà Iòî ïðîöåñ Iòî � ìàðòèíãàë. ßêùî æ E

∫ T
0 |as| ds <

<∞, òî

EXt = X0 +

∫ t

0

Easds.

Ïðèêëàä (êâàäðàòè÷íà âàðiàöiÿ ïðîöåñó Iòî). Ïîêàæåìî, ùî êâàäðàòè÷íà
âàðiàöiÿ ïðîöåñó Iòî ç õàðàêòåðèñòèêàìè a òà b:

∃A,B,C > 0 :

∫ T

0

|as| ds ≤ A,

∫ T

0

b2
sds ≤ B, |It (b)| ≤ C, t ∈ [0, T ] ,

äîðiâíþ¹

〈X〉T = 〈X,X〉T =

∫ T

0

b2
sds.
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Íåõàé {tk}nk=1 � ïîñëiäîâíå ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [0, T ], ðîçãëÿíåìî

n∑
k=1

(
Xtk −Xtk−1

)2
=

n∑
k=1

(∆Ytk)
2 + 2

n∑
k=1

(∆Ytk) (∆Ztk) +
n∑
k=1

(∆Ztk)
2 ,

äå ∆Ytk =
∫ tk
tk−1

asds òà ∆Ztk =
∫ tk
tk−1

bsdWs. Âíàñëiäîê ì.í. iíòåãðîâíîñòi a
îòðèìà¹ìî, ùî iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi εn ↓ 0 òà δn ↓ 0: äëÿ maxi ∆ti ≤ δn
ìà¹ìî maxi |∆Yti| ≤ εn. Òîäi ì.í.

n∑
k=1

(∆Ytk)
2 ≤ εn

∫ T

0

|as| ds→∞,

ÿêùî max1≤i≤n ∆ti → 0. Çàñòîñîâóþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ
òåîðåìè ïðî êâàäðàòè÷íó âàðiàöiþ iíòåãðàëó Iòî, âèâîäèìî

n∑
k=1

(∆Ytk) (∆Ztk) ≤

√√√√ n∑
k=1

(∆Ytk)
2

√√√√ n∑
k=1

(∆Ztk)
2 → 0

òà
n∑
k=1

(∆Ztk)
2 →

∫ T

0

b2
sds.

Çáiæíiñòü â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Ëåáåãà ïðî
ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü.

Çàñòîñîâóþ÷è îäåðæàíèé ðåçóëüòàò, ïîêàæåìî, ùî ÿêùî X1
t òà X2

t �
äâà ïðîöåñè Iòî ç õàðàêòåðèñòèêàìè âiäïîâiäíî a1, b1 òà a2, b2 i òàêi, ùî ì.í.
X1
t = X2

t , t ∈ [0, T ], òîäi a1 = a2 òà b1 = b2 ì.í. Òîáòî, ùî õàðàêòåðèñòèêè
âèçíà÷àþòü ïðîöåñ Iòî îäíîçíà÷íî. Äiéñíî, ç óìîâè X1

t = X2
t îäåðæó¹ìî, ùî∫ t

0

(
a1
s − a2

s

)
ds = −

∫ t

0

(
b1
s − b2

s

)
dWs ì.í.

Êâàäðàòè÷íà âàðiàöiÿ iíòåãðàëó çëiâà äîðiâíþ¹ 0, à òîìó∫ t

0

(
b1
s − b2

s

)2
ds = 0.

Çâiäêè b1 = b2 ì.í., à òîìó∫ t

0

(
a1
s − a2

s

)
ds = 0, t ∈ [0, T ] .

Îòæå, òàêîæ a1
s = a2

s ì.í. Óìîâó îáìåæåíîñòi iíòåãðàëiâ âiä õàðàêòåðèñòèê
ïðîöåñó ìîæíà ïîì'ÿêøèòè, âèêîðèñòàâøè ëîêàëiçàöiþ.
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Ïðîñòið P 2
T

Çàçíà÷èìî, ùî çà òåîðåìîþ ïðî âèìiðíiñòü ïðîãðåñèâíî âèìiðíîãî
ïðîöåñó ïðîãðåñèâíî âèìiðíèé â.ï. ¹ âèìiðíèé òà óçãîäæåíèé ç ôiëüòðàöi¹þ
(íåóïåðåäæåíèé), áiëüø òîãî, äëÿ íåóïåðåäæåíîãî â.ï. iñíó¹ ïðîãðåñèâíî
âèìiðíà ìîäèôiêàöiÿ. Òîìó óìîâó ïðîãðåñèâíî âèìiðíîñòi ÷àñòî çàìiíþþòü
óìîâîþ íåóïåðåäæåíîñòi.

Òàêîæ âiäçíà÷èìî, ùî óìîâà E
∫ t

0 ξ
2
sds < ∞ â äåÿêèõ âèïàäêàõ ¹

îáìåæóâàëüíîþ. �¨ ìîæíà ïîì'ÿêøèòè ÿê

P

{∫ t

0

ξ2
sds <∞

}
= 1, t ∈ [0, T ] .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P 2
T êëàñ íåóïåðåäæåíèõ â.ï., äëÿ ÿêèõ âèêîíàíà öÿ óìîâà,

çîêðåìà öåé êëàñ âêëþ÷à¹ óñi óçãîäæåíi ç ôiëüòðàöi¹þ íåïåðåðâíi íà [0, T ]
â.ï. Êëàñ â.ï. ξ òàêèõ, ùî ξ ∈ P 2

T , ∀T > 0, ïîçíà÷èìî P 2.

Âïðàâà 4.14. Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ ξ ∈ P 2
T òàêå, ùî ξ /∈M 2

T .

Äëÿ äîâiëüíî¨ ξ ∈ P 2
T , çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä ëîêàëiçàöi¨, ìîæíà

ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü â.ï. {ξN} ç M 2
T òàêèõ, ùî â ïåâíîìó ñåíñi

àïðîêñèìóþòü ξ òà It (ξN) ¹ çáiæíîþ çà éìîâiðíiñòþ. Îòðèìàíó ãðàíèöþ
ïîçíà÷àþòü ÿê

It (ξ) =

∫ t

0

ξsdWs

i íàçèâàþòü iíòåãðàëîì Iòî äëÿ ξ ∈ P 2
T .

Âèçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü ìàðêîâñüêèõ ìîìåíòiâ {τN} íàçèâàþòü
ëîêàëiçóþ÷îþ äëÿ ξ ∈ P 2

T , ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ìîíîòîííî çðîñòà¹ äî
T :

P {τN ≤ τN+1} = P {∪N∈N {τN ≥ T}} = 1,

òà ëîêàëiçîâàíà ïîñëiäîâíiñòü ξN (t) = ξt1{t<τN} íàëåæèòü M
2
T .

Ëåìà 4.6 (ïðî ëîêàëiçóþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü äëÿ ξ ∈ P 2
T ). Äëÿ ξ ∈ P 2

T

ëîêàëiçóþ÷îþ ïîñëiäîâíiñòþ ¹

τN = inf

{
t > 0 :

∫ t

0

ξ2
sds ≥ N

}
, N ∈ N (inf ∅ = T ) .

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü iíòåãðàëó çi çìiííîþ âåðõíüîþ
ãðàíèöåþ äëÿ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨, îäåðæó¹ìî ùî τN ¹ ì.ç. Êðiì òîãî,
âëàñòèâîñòi iíòåãðàëó âêàçóþòü ùî τN ≤ τN+1. ßêùî ω:

∫ T
0 ξ2

s (ω) ds < ∞,

òî iñíó¹ N :
∫ T

0 ξ2
s (ω) ds ≤ N , i çíà÷èòü τN ≥ T , òîáòî{∫ T

0

ξ2
sds <∞

}
⊂ ∪N∈N {τN ≥ T} .
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Îñêiëüêè ξ ∈ P 2
T , ìà¹ìî P (∪N∈N {τN ≥ T}) = 1. Ì.í.∫ T

0

ξ2
N (s) ds =

∫ T

0

ξ2
s1{∫ s0 ξ2t dt<N}ds ≤ N,

òîìó E
∫ T

0 ξ2
N (t) dt ≤ N , òîáòî ξN ∈M 2

T .

Ëåìà 4.7 (ïðî îäíàêîâi äî ì.ç. ïiäiíòåãðàëüíi â.ï.). ßêùî ξ, η ∈M 2
T òà τ �

ì.ç. òàêèé, ùî ξt (ω) = ηt (ω) äëÿ t ≤ τ (ω), òî

It (ξ) = It (η)

äëÿ ì.ó. ω: t ≤ τ (ω).

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòi ëiíiéíîñòi It (ξ) äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ç
ξt = 0 âèïëèâà¹ It (ξ) = 0 íà {t ≤ τ}.

ßêùî ξ ∈ S2
T :

ξt =
n−1∑
k=0

ξk1[tk,tk+1) (t)

i äëÿ äåÿêîãî m ≤ n â.â. τ ∈ [tm, tm+1), òî ξk = 0 ì.í. äëÿ k ≤ m i íà {t ≤ τ}
ìà¹ìî It (ξ) = 0.

Íåõàé ξ ç M 2
T : |ξt| ≤ C ì.í., òà ξn � àïðîêñèìóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ç S2

T .
Îñêiëüêè {τ < tk} ∈ Ftk , ïðîöåñ

ηn (t) =
n−1∑
k=0

ξk1[tk,tk+1) (t)1(τ,T ] (tk)

¹ óçãîäæåíèé ç ôiëüòðàöi¹þ, òîáòî ηn ∈ S2
T , ïðè÷îìó ηn (t) = 0 íà {τ ≥ t},

òîìó It (ηn) = 0 íà öié ïîäi¨. Çi çáiæíîñòi ξn äî ξ âèïëèâà¹, ùî

ξn1(τ,T ] → ξ1(τ,T ]

i äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè ùî ηn → ξ äîñòàòíüî âñòàíîâèòè, ùî ηn−ξn1(τ,T ] → 0.
Âðàõîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ ηn, ç óìîâè τ ∈ (tm, tm+1] äëÿ äåÿêîãîm = m (ω) ≤ n
âèâîäèìî∫ T

0

(
ηn − ξn1(τ,T ]

)2
ds =

∫ tm+1

tm

ξ2
m

(
1− 1(τ,T ] (s)

)2
ds ≤ C max

k
|tk+1 − tk| → 0.

Òîäi It (ηn)
L2(Ω)−→ It (ξ), à äëÿ äåÿêî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi i ì.í. Âíàñëiäîê

íåïåðåðâíîñòi It (ξ) ìà¹ìî, ùî It (ξ) = 0 ì.í. íà {t ≤ τ}.
Äëÿ äîâiëüíî¨ ξ ∈ M 2

T ïîáóäó¹ìî ξn = ξ1{|ξ|≤n}, òîäi ξn → ξ ì.í.

i çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü ξn
M2
T−→ ξ, à çíà÷èòü,

çà âëàñòèâîñòÿìè iíòåãðàëà Iòî It (ξn)
L2(Ω)−→ It (ξ). Îñêiëüêè ξn îáìåæåíi i

äîðiâíþþòü 0 íà {t ≤ τ}, çà äîâåäåíèì âèùå It (ξn) = 0, çâiäêè i It (ξ) = 0 íà
öié ìíîæèíi.
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Òåîðåìà 4.11 (ïðî iñíóâàííÿ iíòåãðàëà Iòî äëÿ P 2
T ). Íåõàé ξ ∈ P 2

T òà ξN �
ëîêàëiçîâàíà ïîñëiäîâíiñòü, òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíèé ì.í. ïðîöåñ

Xt = lim
N→∞

It (ξN)

i öÿ ãðàíèöÿ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ëîêàëiçóþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè ïðî îäíàêîâi äî ì.ç. ïiäiíòåãðàëüíi â.ï. äëÿ ξ ∈ P 2
T iñíó¹

Ω′ ⊂ Ω: P (Ω′) = 1, ùî ∀ω ∈ Ω′ ∩ {t ≤ τN ′} òà N ≥ N ′ ìà¹ìî

It (ξN) = It (ξN ′) , N
′ ∈ N.

Òîáòî, ïîñëiäîâíiñòü It (ξN) ì.í. çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà îáìåæåíîìó
iíòåðâàëi i íåïåðåðâíiñòü ãðàíèöi âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi It (ξN) .

Ïîêàæåìî, ùî ãðàíèöÿ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ëîêàëiçóþ÷î¨
ïîñëiäîâíîñòi. Íåõàé {σN} � äåÿêà iíøà ëîêàëiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äëÿ ξ i
ïîçíà÷èìî

Ĩt (ξN) =

∫ t

0

ξs1{σN>s}dWs.

Îñêiëüêè {τN} òà {σN} � ëîêàëiçóþ÷i ïîñëiäîâíîñòi, äëÿ

Ω̃ = ∪N {τN ≥ T, σN ≥ T}

ìà¹ìî P
(

Ω̃
)

= 1. Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó ïðî îäíàêîâi äî ì.ç. ïiäiíòåãðàëüíi â.ï.
äëÿ ì.ç. τN ∧ σN , ìàòèìåìî

Ĩt (ξN) = It (ξN) , t ≤ τN ∧ σN .

Òîäi äëÿ ω ∈ Ω̃, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî N , Ĩt (ξN) = It (ξN) äëÿ t ≤ T , à
çíà÷èòü, ì.í. çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíi ãðàíèöi.

Çiñòàâèìî Xt = limN→∞ It (ξN) òà It (ξ), ÿêùî ξ ∈ M 2
T . Çà òåîðåìàìè

Ôàòó òà Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü

E

∣∣∣∣ lim
N→∞

∫ t

0

ξNdWs −
∫ t

0

ξsdWs

∣∣∣∣ ≤ lim
N→∞

E

∫ t

0

(
1− 1{s<τN}

)
ξ2
sds = 0.

Òîáòî ìà¹ìî êîðåêòíiñòü òàêîãî îçíà÷åííÿ.

Âèçíà÷åííÿ. Iíòåãðàëîì Iòî â.ï. ξ ∈ P 2
T íàçèâàþòü íåïåðåðâíèé Ft-

âèìiðíèé â.ï. It (ξ), âèçíà÷åíèé ÿê

lim
N→∞

∫ t

0

ξs1{s<τN}dWs.

Äëÿ òèõ ω, äëÿ ÿêèõ öÿ ãðàíèöÿ íå iñíó¹, âèçíà÷èìî It (ξ) = 0.
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Òîáòî, ìîæíà äîâèçíà÷èòè iíòåãðàë Iòî ç M 2
T íà ìíîæèíó P 2

T , ïðè
öüîìó âëàñòèâiñòü ëiíiéíîñòi òà íåïåðåðâíîñòi iíòåãðàëó çáåðiãà¹òüñÿ, à
çàìiñòü ìàðòèíãàëüíîñòi ìà¹ìî ëîêàëüíó ìàðòèíãàëüíiñòü.

Âèçíà÷åííÿ. ßêùî äëÿ â.ï. {Xt, t ∈ [0, T ]} óçãîäæåíîãî ç ôiëüòðàöi¹þ {Ft}
iñíó¹ íåñïàäíà ì.í. ïîñëiäîâíiñòü ìàðêîâñüêèõ ìîìåíòiâ {τn}:

P (∪n∈N {τn ≥ T}) = 1

òà
{Xt∧τn, t ∈ [0, T ]}

¹ ìàðòèíãàë âiäíîñíî {Ft}, òîäi Xt íàçèâàþòü ëîêàëüíèì ìàðòèíãàëîì.

Òåîðåìà 4.12 (ïðî ðiâíîìiðíî îáìåæåíèé â ñåðåäíüîìó ëîêàëüíèé
ìàðòèíãàë). Áóäü-ÿêèé ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë {Xt, t ∈ [0, T ]} òàêèé, ùî

E sup
t∈[0,T ]

|Xt| <∞

¹ ìàðòèíãàë.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ëîêàëüíîãî ìàðòèíãàëó iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
ìàðêîâñüêèõ ìîìåíòiâ {τn}, äëÿ ÿêî¨

E (Xt∧τn|Fs) = Xτn∧s

òà
lim
n→∞

Xτn∧t = Xt ì.í.

Âðàõîâóþ÷è iíòåãðîâíiñòü supt∈[0,T ] |Xt| ìîæåìî çàñòîñóâàòè â ðiâíîñòi
E (Xt∧τn|Fs) = Xτn∧s ïåðåõiä äî ãðàíèöi ïðè n → ∞, i ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò
âèïëèâàòèìå ç òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü.

Çàâäàííÿ 20. Íåõàé
{

Ω,F , {Ft}t∈[0,1] ,P
}
� äåÿêèé ïðîñòið ç ôiëüòðàöi¹þ.

Íà öüîìó ïðîñòîði çàäàìî F 1
2
-âèìiðíó íåâiä'¹ìíó â.â. ç Eξ = ∞, à òàêîæ

â.â.

η ∼
(
−1 1

1
2

1
2

)
,

âèìiðíó âiäíîñíî F 3
4
òà íåçàëåæíó âiä F 3

4−
. Ïîêàçàòè, ùî

Xt = ξη1{t≥ 3
4}, t ∈ [0, 1] ,

¹ ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë, àëå íå ìàðòèíãàë.

Òåîðåìà 4.13 (ïðî ëîêàëüíó ìàðòèíãàëüíiñòü iíòåãðàëà Iòî). Íåõàé ξ ∈ P 2
T ,

òîäi

Xt =

∫ t

0

ξsdWs, t ∈ [0, T ] ,

¹ ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë.
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Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì iíòåãðàëó Iòî

Xt = lim
N→∞

∫ t

0

ξN (s) dWs,

äå ξN (s) = ξs1{s<τN} òà τN � ëîêàëiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü. Âðàõîâóþ÷è ùî
ξN (s) ∈ M 2

T , ìà¹ìî ùî
∫ t

0 ξN (s) dWs � ìàðòèíãàë. Çàôiêñó¹ìî äåÿêå N0 i
ðîçãëÿíåìî

Xt∧τN0
= lim

N→∞

∫ T

0

1[0,t∧τN0]
1[0,τN )ξsdWs.

Îñêiëüêè τN ≥ τN0
äëÿ N ≥ N0, ìà¹ìî

lim
N→∞

∫ T

0

1[0,t∧τN0]
1[0,τN )ξsdWs =

∫ T

0

1[0,t∧τN0]
ξsdWs =

∫ t

0

ξN0
(s) dWs.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
{
Xt∧τN0

, t ∈ [0, T ]
}
¹ òàêîæ ìàðòèíãàë.

Ïðèêëàä (êâàäðàòè÷íà âàðiàöiÿ ïðîöåñó Iòî ç b ∈ P 2
T ). Íåõàé {Xt, t ∈ [0, T ]}

� ïðîöåñ Iòî ç õàðàêòåðèñòèêàìè a òà b, ïðè ÷îìó b ∈ P 2
T . Ïîêàæåìî, ùî

〈X〉t =

∫ t

0

b2
sds, t ∈ [0, T ] .

Çàôiêñó¹ìî âåëè÷èíè A,B,C > 0 i âèçíà÷èìî ì.ç.

τ1 = inf

{
u ∈ [0, T ] :

∫ u

0

|as| ds ≥ A

}
, τ2 = inf

{
u ∈ [0, T ] :

∫ u

0

b2
sds ≥ B

}
,

τ3 = inf {u ∈ [0, T ] : |Iu (b)| ≥ C}
(ç inf {∅} = T ) òà

τ = τ1 ∧ τ2 ∧ τ3 ∧ t.
Íåõàé {tk}nk=1 � ïîñëiäîâíå ðîçáèòòÿ âiäðiçêó [0, t]: maxk ∆tk → 0, òîäi ∀ε > 0

P

{∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(∆Xtk)
2 −

∫ t

0

b2
sds

∣∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ P {τ > t}+

+ P

{∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(∆Xtk)
2 −

∫ t

0

b2
sds

∣∣∣∣∣ ≥ ε, τ ≤ t

}
≤

≤ P {τ > t}+ P

{∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(∆Xtk∧τ)
2 −

∫ t∧τ

0

b2
sds

∣∣∣∣∣ ≥ ε

}
.

Ïðîöåñ {
X̄t = Xt∧τ , t ∈ [0, T ]

}
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� ïðîöåñ Iòî ç õàðàêòåðèñòèêàìè ās = as1{s≤τ} òà b̄s = bs1{s≤τ}. Âèõîäÿ÷è
ç îçíà÷åííÿ ì.ç. τ , äëÿ X̄t âèêîíàíi óìîâè îáìåæåíîñòi ïðèêëàäó ïðî
êâàäðàòè÷íó âàðiàöiþ ïðîöåñó Iòî, òîìó îäåðæó¹ìî

P

{∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(∆Xtk∧τ)
2 −

∫ t∧τ

0

b2
sds

∣∣∣∣∣ ≥ ε

}
=

= P

{∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
∆X̄tk

)2 −
∫ t

0

b̄2
sds

∣∣∣∣∣ ≥ ε

}
→∞,

ÿêùî n→∞. Çàñòîñîâóþ÷è ì.í. ñêií÷åííiñòü iíòåãðàëiâ, ùî âèçíà÷àþòü ì.ç.
τ1,2,3, îòðèìà¹ìî ùî P {τ > t} → 0, ÿêùî min {A,B,C} → ∞.

ÍåõàéXt òà Yt � ïðîöåñè Iòî âiäïîâiäíî ç õàðàêòåðèñòèêàìè a, b òà α, β.
Òîäi

n∑
i=1

(∆Xti∆Yti) =
1

4

n∑
i=1

(∆Xti + ∆Yti)
2 − 1

4

n∑
i=1

(∆Xti −∆Yti)
2 .

Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñè Ut = Xt + Yt òà Vt = Xt − Yt � ïðîöåñè Iòî
ç õàðàêòåðèñòèêàìè (a+ α), (b+ β) òà (a− α), (b− β). Çàñòîñîâóþ÷è
îçíà÷åííÿ êâàäðàòè÷íî¨ âàðiàöi¨ ïðîöåñó Iòî, ìà¹ìî

n∑
i=1

(∆Xti + ∆Yti)
2 =

n∑
i=1

∆U 2
ti

P→ 〈U〉t

òà
n∑
i=1

(∆Xti −∆Yti)
2 =

n∑
i=1

∆V 2
ti

P→ 〈V 〉t ,

ÿêùî max ∆ti → 0. Îòæå, ôîðìóëà êâàäðàòè÷íî¨ âàðiàöi¨ äà¹

n∑
i=1

(∆Xti∆Yti)
P→ 1

4
(〈X + Y 〉t + 〈X − Y 〉t) =

=
1

4

(∫ t

0

(bs + βs)
2 ds−

∫ t

0

(bs − βs)2 ds

)
=

∫ t

0

bsβsds.

Îòðèìàíó ãðàíèöþ íàçèâàþòü êîâàðiàöi¹þ ïðîöåñiâ Iòî i ïîçíà÷àþòü
〈X, Y 〉t.

Âïðàâà 4.15. Íåõàé X1
t òà X

2
t � äâà ïðîöåñè Iòî ç õàðàêòåðèñòèêàìè a

1, b1 òà
a2, b2, âiäïîâiäíî òà b1, b2 ∈ P 2

T . Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî ì.í. X
1
t = X2

t , t ∈ [0, T ],
òî a1 = a2 òà b1 = b2 ì.í. ì.ó. íà [0, t].
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Iíòåãðóâàííÿ çà ìàðòèíãàëàìè28

Íåõàé ξ ∈ P 2
T , òîäi Xt =

∫ t
0 ξsdWs âèçíà÷à¹ äåÿêèé íåïåðåðâíèé

ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë íà [0, T ]. Ïîñòà¹ ïèòàííÿ: ÿê ìîæíà âèçíà÷èòè
∫ t

0 ηsdXs

äëÿ äåÿêîãî â.ï. η òà íåïåðåðâíîãî ëîêàëüíîãî ìàðòèíãàëó X?

Ïðèêëàä (íåïåðåðâíèé ñïðàâà ïiäiíòåãðàëüíèé â.ï.). Íåõàé {Ω,F ,P} �
äåÿêèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið, íà ÿêîìó çàäàíî â.â.

τ ∼ Unif [0, 1] : P {τ < t} = t, 0 ≤ t ≤ 1,

òà íåçàëåæíó âiä íå¨ â.â.

ξ ∼
(
−1 1

1
2

1
2

)
.

Âèçíà÷èìî â.ï. (ðåçóëüòàò ïiäêèäàííÿ ñèìåòðè÷íî¨ ìîíåòè ó ìîìåíò τ )

Xt =

{
0, t < τ,

ξ, t ≥ τ.

Öåé ïðîöåñ ¹ ìàðòèíãàë âiäíîñíî ôiëüòðàöi¨ Ft = σ {Xs, s ≤ t}. Â ñåíñi
Ëåáåãà-Ñòiëüò'¹ñà iíòåãðàë∫ 1

0

XsdXs = Xτ × ξ = ξ2 = 1

i ïðîöåñ Yt =
∫ t

0 XsdXs íå áóäå ìàðòèíãàëîì, îñêiëüêè Y0 = 0 òà Y1 = 1 ì.í.
Äæåðåëîì ïðîáëåìè ¹ ìîæëèâiñòü ðåàãóâàòè ìèòò¹âî ó ðàçi íàñòàííÿ ïîäi¨.

Ïðèêëàä âêàçó¹ íà òå, ùî ïiäiíòåãðàëüíèé â.ï. ìà¹ áóòè âèìiðíèé
âiäíîñíî σ-àëãåáðè, ïîðîäæåíî¨ ìíîæèíàìè âèäó

(s, t]× A, A ∈ Fs, s ≤ t ∈ [0, T ] .

Òàê âèçíà÷åíó σ-àëãåáðó íàçèâàþòü ïåðåäáà÷óâàíîþ i ïîçíà÷àþòü ÿê
Pred. Âiäìiòèìî, ùî öþ σ-àëãåáðó ìîæíà òàêîæ âèçíà÷èòè ÿê σ-àëãåáðó,
ïîðîäæåíó âñiìà óçãîäæåíèìè ç ôiëüòðàöi¹þ íåïåðåðâíèìè çëiâà ïðîöåñàìè.

Íåõàé {Xt, t ∈ [0, T ]} � íåïåðåðâíèé ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë, òîäi iñíó¹
¹äèíèé íåïåðåðâíèé ïåðåäáà÷óâàíèé çðîñòàþ÷èé â.ï. {At, t ∈ [0, T ]} ç A0 = 0
ì.í. òà X2

t − At � ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë.
Ïðîöåñ A íàçèâàþòü ïðîöåñîì âàðiàöi¨ äëÿ â.ï. X i ïîçíà÷àþòü ÿê 〈X〉t

(êîìïåíñàòîð). Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

sup
s≤t

∣∣∣V (2)
[0,s] (X)− 〈X〉s

∣∣∣ P→ 0.

28Â öüîìó ðîçäiëi áiëüøiñòü ðåçóëüòàòiâ íàâîäèìî áåç äîâåäåííÿ òà äåòàëüíîãî îá ðóíòóâàííÿ (äåòàëi
äèâ., íàïðèêëàä, Chapter 2 â Durrett R. Stochastics Calculus: A Practical Introduction. Boca Raton: CRC
Press, 1996).
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Äëÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ ëîêàëüíèõ ìàðòèíãàëiâ X, Y âèçíà÷èìî ïðîöåñ
êîâàðiàöi¨ ÿê

〈X, Y 〉t =
1

4
(〈X + Y 〉t − 〈X − Y 〉t) .

Äëÿ öüîãî ïðîöåñó ìà¹ìî

sup
s≤t

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
Xs∧tk −Xs∧tk−1

) (
Ys∧tk − Ys∧tk−1

)
− 〈X, Y 〉s

∣∣∣∣∣ P→ 0.

Êðiì òîãî, ïðîöåñ êîâàðiàöi¨ � ¹äèíèé íåïåðåðâíèé ïåðåäáà÷óâàíèé ïðîöåñ ç
ëîêàëüíî îáìåæåíîþ âàðiàöi¹þ, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ ç íóëÿ òà XtYt − 〈X, Y 〉t ¹
ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë.

Âïðàâà 4.16. Ïîêàçàòè, ùî

1. 〈X, Y 〉t = 〈Y,X〉t

2. 〈X + Y, Z〉t = 〈X,Z〉t + 〈Y, Z〉t

3. 〈aX, bY 〉t = ab 〈X, Y 〉t

4. 〈Xs∧τ , Ys∧τ〉t = 〈Xs, Ys〉t∧τ .

Äëÿ ïðîñòèõ ïåðåäáà÷óâàíèõ â.ï. âèäó

ηs (ω) =
n−1∑
k=0

ηk (ω)1(tk,tk+1] (s) , ηk ∈ Ftk

âèçíà÷èìî

I (η,X) =

∫
ηsdXs =

n−1∑
k=0

ηk (ω) ∆Xtk

òà

It (η,X) =

∫
ηs1[0,t]dXs =

n−1∑
k=0

ηk (ω) ∆Xtk∧t.

Ìàþòü ìiñöå òàêi âëàñòèâîñòi

• Ïîäàííÿ η íå ¹ ¹äèíèì, ïðîòå âèáið öüîãî ïîäàííÿ íå âïëèâà¹ íà
çíà÷åííÿ I (η,X).

• It (η1 + η2, X) = It (η1, X) + It (η2, X).

• It (η,X1 +X2) = It (η,X1) + It (η,X2).

• ßêùî X � íåïåðåðâíèé ìàðòèíãàë òà η îáìåæåíèé ì.í., òî It (η,X) �
íåïåðåðâíèé ìàðòèíãàë.
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• ßêùî X1,2 � îáìåæåíi íåïåðåðâíi ìàðòèíãàëè òà η1,2 � îáìåæåíi ïðîñòi
ïåðåäáà÷óâàíi, òîäi

〈I (η1, X1) , I (η2, X2)〉t =

∫ t

0

η1 (s) η2 (s) d 〈X1, X2〉s

E (It (η1, X1) It (η2, X2)) = E

∫ t

0

η1 (s) η2 (s) d 〈X1, X2〉s

E (It (η1, X1))
2 = E

∫ t

0

η2
1 (s) d 〈X1〉s .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M 2
T (X) ìíîæèíó ïåðåäáà÷óâàíèõ ïðîöåñiâ η òàêèõ, ùî

‖η‖T,X =

√
E

∫ T

0

η2
sd 〈X〉s <∞.

Çàâäàííÿ 21. Íà ìíîæèíàõ âèäó (s, t]× A, A ∈ Fs, çàäàìî âiäîáðàæåííÿ

µ ((s, t]× A) = E (〈X〉t − 〈X〉s) IA.

Ïîêàçàòè, ùî µ çàäà¹ ìiðó íà Pred (ìiðó Äîëåàíà). Ïîêàçàòè, ùî

M 2
T (X) = L2 (T × Ω, P red, µ) .

Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç LM 2 ìíîæèíó ìàðòèíãàëiâ X âiäíîñíî
{Ft, t ∈ [0, T ]} òàêèõ, ùî

‖X‖LM2 =
√

sup
t∈[0,T ]

EX2
t <∞.

Ëåìà 4.8. ßêùî X ∈ LM 2 òà η ∈ M 2
T (X), òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü

ïðîñòèõ ïåðåäáà÷óâàíèõ òà îáìåæåíèõ â.ï. ηn, ùî

‖ηn − η‖T,X → 0, n→∞.

Çàñòîñîâóþ÷è öþ ëåìó ìîæåìî âèçíà÷èòè ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë
äëÿ ïiäiíòåãðàëüíèõ ôóíêöié ç M 2

T (X), äå X � îáìåæåíèé íåïåðåðâíèé
ìàðòèíãàë. Äiéñíî, äëÿ ηn âèçíà÷åíèé It (ηn, X) òà

‖It (ηn, X)− It (ηm, X) ‖LM2 = ‖It (ηn − ηm, X) ‖LM2 =

= sup
t∈[0,T ]

EI2
t (ηn − ηm, X) =

= sup
t∈[0,T ]

E

∫ t

0

(ηn (s)− ηm (s))2 d 〈X〉s =
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= E

∫ T

0

(ηn (s)− ηm (s))2 d 〈X〉s =

= ‖ηn − ηm‖T,X → 0, n,m→∞

Çâiäêè ìà¹ìî ôóíäàìåíòàëüíiñòü It (ηn, X) â LM 2, à çíà÷èòü, i çáiæíiñòü,
îñêiëüêè ïðîñòið ïîâíèé. Âiäïîâiäíó ãðàíèöþ ïîçíà÷èìî ÿê

It (η,X) =

∫ t

0

ηsdXs

i íàçèâàòèìåìî ñòîõàñòè÷íèì iíòåãðàëîì η ïî X. Ìàþòü ìiñöå òàêi
âëàñòèâîñòi:

• Âèáið àïðîêñèìóþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi íå âïëèâà¹ íà çíà÷åííÿ It (η,X).

• ßêùî X � îáìåæåíèé íåïåðåðâíèé ìàðòèíãàë òà η1,2 ∈M 2
T (X), òî η1 +

η2 ∈M 2
T òà

It (η1 + η2, X) = It (η1, X) + It (η2, X) .

• ßêùî η ∈M 2
T (X1) ∩M 2

T (X2), òîäi η ∈M 2
T (X1 +X2) òà

It (η,X1 +X2) = It (η,X1) + It (η,X2) .

• ßêùî η ∈ M 2
T (X), äå X � äåÿêèé îáìåæåíèé íåïåðåðâíèé ìàðòèíãàë,

òî It (η,X) ∈ LM 2 òà ¹ íåïåðåðâíèì.

• ßêùî X1,2 � îáìåæåíi íåïåðåðâíi ìàðòèíãàëè òà η1 ∈ M 2
T (X1), η2 ∈

M 2
T (X2), òîäi

〈I (η1, X1) , I (η2, X2)〉t =

∫ t

0

η1 (s) η2 (s) d 〈X1, X2〉s .

Äîâèçíà÷èìî iíòåãðàë äëÿ ïiäiíòåãðàëüíèõ ôóíêöié ç ìíîæèíè P 2
T (X) �

ìíîæèíè ïåðåäáà÷óâàíèõ â.ï. η:

P

{∫ t

0

η2
sd 〈X〉s <∞

}
= 1

òà iíòåãðàòîðiâ X � ëîêàëüíî íåïåðåðâíèõ ìàðòèíãàëiâ.
Íåõàé Tn � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü ì.ç.: Tn ↑ T ì.í. òà

Tn ≤ τn = inf

{
t : |Xt| > n àáî

∫ t

0

η2
sd 〈X〉s > n

}
.

Ïîçíà÷èìî ηn (s) = ηs1{s≤Tn} i âèçíà÷èìî

It (η,X) = It (ηn, X) , t ≤ Tn.

ßêùî X� íåïåðåðâíèé ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë òà η ∈ P 2
T , òî It (η,X) �

íåïåðåðâíèé ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë.
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Òåîðåìà 4.14 (ïðî ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë äëÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ çà
íåïåðåðâíèì ëîêàëüíèì ìàðòèíãàëîì). Íåõàé X� íåïåðåðâíèé ëîêàëüíèé
ìàðòèíãàë òà η � íåïåðåðâíèé óçãîäæåíèé ç ôiëüòðàöi¹þ â.ï., òîäi

n∑
i=1

ηtni−1
(
Xtni ∧t −Xtni−1∧t

) P→
∫ t

0

ηsdXs,max ∆tni → 0.

Âïðàâà 4.17. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ íåïåðåðâíîãî ëîêàëüíîãî ìàðòèíãàëó∫ t

0

2XsdXs = X2
t −X2

0 − 〈X〉t .

Íàéáiëüøèì êëàñîì ïðîöåñiâ, âiäíîñíî ÿêèõ ìîæåìî åôåêòèâíî âèçíà÷èòè
iíòåãðàë Iòî, ¹ êëàñ ñåìiìàðòèíãàëiâ (semimartingals).

Âèçíà÷åííÿ 4.1. Â.ï. X íàçèâàþòü íåïåðåðâíèì ñåìiìàðòèíãàëîì, ÿêùî
éîãî ìîæíà ïîäàòè ÿê Mt + At, äå

• Mt � íåïåðåðâíèé ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë,

• At � íåïåðåðâíèé óçãîäæåíèé â.ï. ëîêàëüíî îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨.

Òåîðåìà 4.15 (�äèíiñòü ïîäàííÿ íåïåðåðâíîãî ñåìiìàðòèíãàëà). Íåõàé X
� íåïåðåðâíèé ñåìiìàðòèíãàë. ßêùî íåïåðåðâíi â.ï. Mt òà At âèáðàíi òàê,
ùî A0 = 0 ì.í., òîäi äåêîìïîçèöiÿ

Xt = Mt + At

¹äèíà.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P̃ 2 ìíîæèíó ëîêàëüíî îáìåæåíèõ ïåðåäáà÷óâàíèõ
â.ï. η:

• iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ì.ç. τn ↑ ∞,

• |ηs (ω)| ≤ n, äëÿ {s ≤ τn} .

Îñêiëüêè ∫ τn

0

η2
sd 〈M〉s ≤ n 〈M〉τn <∞

òà
τn ↑ ∞,

ìà¹ìî P̃ 2 ⊂ P 2 (M). Òîáòî, âèçíà÷åíèé It (η,M). Êðiì òîãî, âèçíà÷åíèé
It (η, A) ÿê ïî-òðà¹êòîðíèé iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüò'¹ñà∫ t

0

ηs (ω) dAs (ω) .
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Îòæå, ìîæåìî âèçíà÷èòè It (η,X) ÿê

It (η,X) = It (η,M) + It (η, A) .

Ïðè öüîìó It (η,X) ¹ íåïåðåðâíèé ñåìiìàðòèíãàë. ßêùî X1,2 � íåïåðåðâíi
ñåìiìàðòèíãàëè òà η1,2 ∈ P̃ 2, òî

It (η1 + η2, X1) = It (η1, X1) + It (η2, X1) .

It (η1, X1 +X2) = It (η1, X1) + It (η1, X2) .

〈I (η1, X1) , I (η2, X2)〉t =

∫ t

0

η1 (s) η2 (s) d 〈X1, X2〉s .

Òîáòî, ìà¹ìî âëàñòèâiñòü ëiíiéíîñòi ÿê âiäíîñíî ïiäiíòåãðàëüíîãî â.ï., òàê i
â.ï., çà ÿêèì iíòåãðó¹ìî. Êðiì òîãî, ìà¹ ìiñöå àíàëîã âëàñòèâîñòi içîìåòði¨.

Ïðèêëàä (iíòåãðóâàííÿ çà ïðîöåñîì Ïóàññîíà). Íåõàé {Nt, t ≥ 0} � ïðîöåñ
Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ, óçãîäæåíèé ç äåÿêîþ íåïåðåðâíîþ ñïðàâà
ôiëüòðàöi¹þ, {

N̄t = Nt − λt, t ≥ 0
}

� âiäïîâiäíèé êîìïåíñîâàíèé ïðîöåñ. Öåé ïðîöåñ ¹ ìàðòèíãàëîì ç cadlag
òðà¹êòîðiÿìè. Îñêiëüêè ïðîöåñ ìà¹ ñòðèáêè, êîìïåíñàòîð òà êâàäðàòè÷íà
âàðiàöiÿ áóäóòü âiäðiçíÿòèñü. Íåõàé {tni }n∈N � ïîñëiäîâíå ðîçáèòòÿ âiäðiçêó
[0, T ], ùî max0≤i≤n−1 ∆tni → 0, n→∞. Òîäi

n−1∑
i=0

(
∆N̄tni

)2 L2→ λT + N̄T = NT .

Çâiäêè îòðèìà¹ìî, ùî

n−1∑
i=0

N̄tni −∆N̄tni

L2→ 1

2

(
N̄ 2
T −NT

)
.

Çíàõîäæåííÿ ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Âiäìiòèìî, ùî ïðàâèëà çíàõîäæåííÿ ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó
íåiäåíòè÷íi ïðàâèëàì çíàõîäæåííÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëó äëÿ
äåòåðìiíîâàíèõ ôóíêöié. Ïiä ÷àñ çíàõîäæåííÿ ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó
íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè ìîæëèâó íàÿâíiñòü äîäàòêîâèõ äîäàíêiâ.

Ïðèêëàä (äèôåðåíöiàë êâàäðàòó òà äîáóòêó íà t). Çíàéäåìî ñòîõàñòè÷íi
äèôåðåíöiàëè äëÿ W 2

t òà tWt.
Ç ðàíiøå îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ âèïëèâà¹, ùî

tWt =

∫ t

0

Wsds+

∫ t

0

sdWs
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òà

W 2
t = t+ 2

∫ t

0

WsdWs =

∫ t

0

ds+

∫ t

0

2WsdWs.

Çâiäêè ìà¹ìî, ùî
d (sWs) = Wsds+ sdWs

òà
dW 2

s = ds+ 2WsdWs.

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë
ñóìè ïðîöåñiâ Iòî äîðiâíþ¹ ñóìi âiäïîâiäíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ.
Áiëüø òî÷íî.

Ëåìà 4.9 (ïðî ëiíiéíiñòü ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó). Íåõàé Xt òà Yt �
ïðîöåñè Iòî ç õàðàêòåðèñòèêàìè a, b òà ã, b̃ âiäïîâiäíî, α, β ∈ R. Òîäi

αXt + βYt

¹ ïðîöåñîì Iòî ç õàðàêòåðèñòèêàìè αa+ βã òà αb+ βb̃.

Ëåìà 4.10 (ïðî ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë äîáóòêó). Íåõàé Xt òà Yt
� ïðîöåñè Iòî ç õàðàêòåðèñòèêàìè a, b òà ã, b̃ âiäïîâiäíî. Òîäi XtYt ¹
ïðîöåñîì Iòî çi ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëîì

d (XsYs) = XsdYs + YsdXs + bsb̃sds.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåñiâ ¹ ñòàëèìè,
òîäi

Xt = X0 + at+ bWt

òà
Yt = Y0 + ãt+ b̃Wt.

Çâiäêè∫ t

0

XsdYs = X0 (Yt − Y0) + aã
t2

2
+ ãb

∫ t

0

Wsds+ ab̃

∫ t

0

sdWs + bb̃

∫ t

0

WsdWs.

Çàñòîñîâóþ÷è ðåçóëüòàòè äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ êâàäðàòó òà
äîáóòêó íà t îòðèìà¹ìî∫ t

0

XsdYs = X0

(
ãt+ b̃Wt

)
+aã

t2

2
+
(
ãb− ab̃

)∫ t

0

Wsds+ab̃tWt+
1

2
bb̃
(
W 2

t − t
)
.

Àíàëîãi÷íî ìà¹ìî, ùî∫ t

0

YsdXs = Y0 (at+ bWt)+aã
t2

2
+
(
ab̃− ãb

)∫ t

0

Wsds+ ãbtWt+
1

2
bb̃
(
W 2

t − t
)
.
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Îòæå,

X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

YsdXs +

∫ t

0

bb̃ds = X0Y0 +X0

(
ãt+ b̃Wt

)
+

+ Y0 (at+ bWt) + aãt2 +
(
ab̃+ ãb

)
tWt + bb̃W 2

t =

= (X0 + at+ bWt)
(
Y0 + ãt+ b̃Wt

)
= XtYt.

Âíàñëiäîê ëiíiéíîñòi ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó âiäïîâiäíèé
ðåçóëüòàò ìîæåìî îäåðæàòè òàêîæ äëÿ êóñêîâî-ñòàëèõ õàðàêòåðèñòèê
ïðîöåñiâ i øëÿõîì ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó âñòàíîâèòè øóêàíó ôîðìóëó äëÿ
äîâiëüíèõ ïðîöåñiâ Iòî.

Öÿ ëåìà äîçâîëÿ¹ óçàãàëüíèòè ôîðìóëó ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó
äëÿ ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨.

Ëåìà 4.11 (ïðî ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë ñòåïåíi). Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N:

dW n
t = nW n−1

t dWt +
n (n− 1)

2
W n−2

t dt.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî çàçíà÷åíó ôîðìóëó çà ìàòåìàòè÷íîþ iíäóêöi¹þ. Äëÿ
n = 1 öÿ ôîðìóëà òðèâiàëüíà. Ïîêàæåìî, ùî ôîðìóëà ìà¹ ìiñöå äëÿ
n + 1, ÿêùî âîíà êîðåêòíà äëÿ n ≥ 1. Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó ïðî ñòîõàñòè÷íèé
äèôåðåíöiàë äîáóòêó, ìà¹ìî

dW n+1
t = d (W n

t ×Wt) = WtdW
n
t +W n

t dWt + nW n−1
t dt.

Òîäi, çàñòîñîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ êîðåêòíîñòi ôîðìóëè, îäåðæèìî

dW n+1
t = Wt

(
nW n−1

t dWt +
n (n− 1)

2
W n−2

t dt

)
+W n

t dWt + nW n−1
t dt =

= (n+ 1)W n
t dWt +

(n+ 1)n

2
W n−1

t dt.

Ëåìà 4.12 (ïðî ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë äëÿ f (Wt)). Íåõàé f (x) � äåÿêà
äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, òîäi

df (Wt) = f ′ (Wt) dWt +
1

2
f ′′ (Wt) dt.

Äîâåäåííÿ. ßêùî P (x) � äåÿêèé ïîëiíîì, òîäi, ïî¹äíóþ÷è ëåìè ïðî
ëiíiéíiñòü ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó òà ïðî ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë
ñòåïåíi, îòðèìà¹ìî

dP (Wt) = P ′ (Wt) dWt +
1

2
P ′′ (Wt) dt.
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Íåõàé {Pn (x)} � ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ òàêèõ, ùî

P ′′n (x)→ f ′′ (x) , P ′n (x)→ f ′ (x) òà Pn (x)→ f (x)

ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó ïðîìiæêó. Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ó
ðiâíîñòi

Pn (Wt) = Pn (0) +

∫ t

0

P ′n (Ws) dWs +

∫ t

0

1

2
P ′′n (Ws) ds,

îòðèìà¹ìî âiäïîâiäíó ôîðìóëó.

Ëåìà 4.13 (ïðî ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë äëÿ F (t,Wt)). Íåõàé F (t, x) �
äåÿêà äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ïî x òà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà
ïî t ôóíêöiÿ, òîäi

dF (t,Wt) = F ′t (t,Wt) dt+ F ′x (t,Wt) dWt +
1

2
F ′′xx (t,Wt) dt.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê

F (t, x) = f (t) g (x) ,

äå g (x) � äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà òà f (t) � íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíà. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó ïðî ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë
äîáóòêó òà ëåìó ïðî ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë äëÿ f (Wt), âèâîäèìî òàêå
ñïiââiäíîøåííÿ

F (t,Wt) = d (f (t) g (Wt)) = f (t) dg (Wt) + g (Wt) df (t) =

= f (t) g′ (Wt) dWt +
1

2
f (t) g′′ (Wt) dt+ f ′ (t) g (Wt) dt,

ùî âiäïîâiäà¹ øóêàíié ôîðìóëi. Çà ëåìîþ ïðî ëiíiéíiñòü ñòîõàñòè÷íîãî
äèôåðåíöiàëó âiäïîâiäíà ôîðìóëà ìà¹ ìiñöå äëÿ Fn (t, x) =

∑n
k=1 fk (t) gk (x).

Àïðîêñèìó¹ìî F (t, x) ôóíêöiÿìè Fn (t, x) òàê, ùîá Fn (t, x) → F (t, x),
∂
∂tFn (t, x) → ∂

∂tF (t, x), ∂
∂xFn (t, x) → ∂

∂xF (t, x) òà ∂2

∂x2Fn (t, x) → ∂2

∂x2F (t, x)
ðiâíîìiðíî íà ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi. Òîäi, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïî
n, âñòàíîâëþ¹ìî âiäïîâiäíå çîáðàæåííÿ ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó äëÿ
F (t, x).

Òåîðåìà 4.16 (ïðî ôîðìóëó Iòî). Íåõàé F (t, x) � äåÿêà äâi÷i íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíà ïî x òà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ïî t ôóíêöiÿ, i íåõàé Xt

� ïðîöåñ Iòî ç õàðàêòåðèñòèêàìè at, bt, òîäi F (t,Xt) � òàêîæ ïðîöåñ Iòî,
ïðè÷îìó

dF (t,Xt) =

(
F ′t (t,Xt) +

1

2
F ′′xx (t,Xt) b

2
t

)
dt+ F ′x (t,Xt) dXt.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî õàðàêòåðèñòèêè a òà b ñòàëi, òîáòî Xt = X0 + at + bWt,
òî F (t,Xt) ìîæíà ïîäàòè ÿê G (t,Wt), äå G (t, x) = F (t,X0 + at+ bx) �
äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ïî x òà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ïî t.
Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó ïðî ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë äëÿ F (t,Wt), îòðèìà¹ìî

dG (t,Wt) = (F ′t (t,Xt) + F ′x (t,Xt) a) dt+ bF ′x (t,Xt) dWt +
1

2
b2F ′′xx (t,Xt) .

Òîáòî, ó âèïàäêó ñòàëèõ õàðàêòåðèñòèê ôîðìóëà äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî
äèôåðåíöiàëà äîâåäåíà. À çíà÷èòü äîâåäåíà i äëÿ êóñêîâî-ñòàëèõ i ãðàíè÷íèì
ïåðåõîäîì âñòàíîâëþ¹ìî âiäïîâiäíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ çàãàëüíîãî ïðîöåñó
Iòî.

Ïiä ÷àñ çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Iòî çðó÷íî êåðóâàòèñü òàêèì
àëãîðèòìîì: ðîçêëàñòè F (t, x) â ðÿä Òåéëîðà äî ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó,
ïiäñòàâëÿþ÷è Xt çàìiñòü x òà atdt + btdWt çàìiñòü dx, i çàñòîñîâóþ÷è òàê
çâàíó òàáëèöþ Iòî

× dt dWt

dt 0 0
dWt 0 dt

.

Âïðàâà 4.18. Çíàéòè ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë òàêèõ ïðîöåñiâ W 5/3
t , teWt,

sin (Wt) òà cos
(
tW 2

t

)
.

ßê çàçíà÷àëîñü ðàíiøå ôîðìóëà äëÿ äèôåðåíöiàëó ¹ ëèøå ñïðîùåíèì
âàðiàíòîì çàïèñó ôîðìóë äëÿ iíòåãðàëó Iòî.

Ïðèêëàä (iíòåãðóâàííÿ ïî ÷àñòèíàõ). Ïîâåðíåìîñü äî âèïàäêó, êîëè F (t, x)
ìîæíà çàïèñàòè ÿê f (t) g (x), äå f íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà, à g äâi÷i
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà. Òîäi

dF (t,Wt) = f ′ (t) g (Wt) dt+
1

2
f (t) g′′ (Wt) dt+ f (t) g′ (Wt) dWt.

Çâiäêè∫ b

a

dF (t,Wt) =

=

∫ b

a

f ′ (t) g (Wt) dt+
1

2

∫ b

a

f (t) g′′ (Wt) dt+

∫ b

a

f (t) g′ (Wt) dWt.

Îñêiëüêè
∫ b
a dF (t,Wt) = f (t) g (Wt) |ba, ìà¹ìî∫ b

a

f (t) g′ (Wt) dWt =

= f (t) g (Wt) |ba −
∫ b

a

f ′ (t) g (Wt) dt−
1

2

∫ b

a

f (t) g′′ (Wt) dt.
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Öþ ôîðìóëó çðó÷íî çàñòîñîâóâàòè, ÿêùî ìà¹ìî iíòåãðàë âiä äîáóòêó ôóíêöi¨
âiä t òà ôóíêöi¨ âiä Wt, äëÿ ÿêî¨ ìà¹ìî ÿâíó ôîðìóëó ïåðâiñíî¨. Âèäiëèìî
òàêîæ äâà îêðåìi âèïàäêè. ßêùî g (Wt) = Wt, òî∫ b

a

f (t) dWt = f (t)Wt|ba −
∫ b

a

f ′ (t)Wtdt.

À ÿêùî f (t) = 1, òî∫ b

a

g′ (Wt) dWt = g (Wt) |ba −
1

2

∫ b

a

f (t) g′′ (Wt) dt.

Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó ïðî ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë äîáóòêó, ìà¹ìî∫ b

a

d (XtYt) =

∫ b

a

XtdYt +

∫ b

a

YtdXt +

∫ b

a

dXtdYt.

Çâiäêè îäåðæó¹ìî òàêå óçàãàëüíåííÿ ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ïî ÷àñòèíàõ äëÿ
ïðîöåñiâ Iòî Xt òà Yt:∫ b

a

XtdYt = XtYt|ba −
∫ b

a

YtdXt −
∫ b

a

dXtdYt.

Âïðàâà 4.19. Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ïî ÷àñòèíàõ, âèçíà÷èòè∫ t
0 XsdYs, ÿêùî Xt = Wt, Yt = sinWt.

Çàçíà÷èìî, ùî ôîðìóëó Iòî ìîæíà îòðèìàòè i â áàãàòîâèìiðíîìó
âèïàäêó. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî áàãàòîâèìiðíó âåðñiþ ïðîöåñó Iòî.

Íåõàé
{
W i

t , t ≥ 0, i = 1,m
}
� íåçàëåæíi ïðîöåñè Âiíåðà âiäíîñíî {Ft}.

Âåêòîð Wt = ‖W i
t ‖i=1,m íàçèâàþòü m-âèìiðíèì ïðîöåñîì Âiíåðà. Áóäåìî

ãîâîðèòè, ùî ìàòðè÷íîçíà÷íèé â.ï. ξ = ‖ξij‖i=1,k,j=1,m íàëåæèòü äî P 2, ÿêùî

óñi éîãî åëåìåíòè íàëåæàòü P 2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ijt
(
ξij
)
iíòåãðàë Iòî äëÿ

ξij âiäíîñíî W j
t , i âèçíà÷èìî iíòåãðàë Iòî äëÿ ξ ∈ P 2 ÿê âåêòîð It (ξ) =

= ‖
∑m

j=1 I
j
t

(
ξij
)
‖i=1,k.

Âïðàâà 4.20. Ïîêàçàòè, ùî

1) ÿêùî ξ = ‖ξj‖j=1,m ∈ S2, òî
(
I it
(
ξi
)
, Ijt
(
ξj
))

= 0, i 6= j;

2) ÿêùî ξ = ‖ξj‖j=1,m, η = ‖ηj‖j=1,m ∈ S2, òî (It (ξ) , It (η)) =

= E
∫ t

0 ξ
>
s ηsds;

3) ÿêùî ξ = ‖ξij‖i=1,k,j=1,m ∈ P 2, òî E |It (ξ)|2 = E
∫ t

0 tr
(
ξsξ
>
s

)
ds.

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé Wt � m-âèìiðíèé ïðîöåñ Âiíåðà, a = ‖ai (t, ω) ‖i=1,k �
âåêòîðíîçíà÷íèé íåóïåðåäæåíèé â.ï.:

P

{∫ T

0

|a| ds <∞
}

= 1,
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∀T > 0, äå |a| =

√
(a1)2 + . . .+ (ak)

2, òà b = ‖bij (t, ω) ‖i=1,k,j=1,m ∈ P 2. Òîäi
íåïåðåðâíèé óçãîäæåíèé â.ï.

Xt = X0 +

∫ t

0

asds+ It (b)

íàçèâàþòü k-âèìiðíèì ïðîöåñîì Iòî. Ñêîðî÷åíî ïîçíà÷àþòü

dXt = atdt+ btdWt

i íàçèâàþòü dXt ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëîì.

Çàçíà÷èìî, ùî ó áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó òàáëèöÿ Iòî ìàòèìå âèãëÿä

× dt dW i
t

dt 0 0

dW j
t 0 δijdt

.

Íåõàé W̃t òà W̌t � íåçàëåæíi ïðîöåñè Âiíåðà òà ρ � äåÿêå ÷èñëî òàêå, ùî
|ρ| ≤ 1. Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ

Wt = ρW̃t +
√

1− ρ2W̌t,

ÿêèé çà âëàñòèâîñòÿìè íåçàëåæíèõ íîðìàëüíèõ â.â. ¹ òàêîæ ïðîöåñîì Âiíåðà.
Çà ëåìîþ ïðî ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë äîáóòêó

d
(
WtW̃t

)
= WtdW̃t + W̃tdWt + ρdt

àáî

WtW̃t =

∫ t

0

WsdW̃s +

∫ t

0

W̃sdWs + ρt.

Çâiäêè E
(
WtW̃t

)
= ρt, i çíà÷èòü ρ âèçíà÷à¹ êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨ ìiæ Wt òà

W̃t. Öi àðãóìåíòè äîçâîëÿþòü ðîçãëÿäàòè òàêîæ âèïàäîê, êîëè ìà¹ìî çàëåæíi
ïðîöåñè Âiíåðà

{
W i

t

}m
i=1

ç êîåôiöi¹íòàìè êîðåëÿöi¨ ρij = ρW i
t ,W

j
t
. Òîäi òàáëèöþ

Iòî ïåðåïèøåìî ÿê
× dt dW i

t

dt 0 0

dW j
t 0 ρijdt

.

Òåîðåìà 4.17 (ïðî ôîðìóëó Iòî, áàãàòîâèìiðíèé âèïàäîê). Íåõàé ôóíêöiÿ
F (t, x1, . . . , xm) çàäàíà íà [0, T ]×Rm íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ïî t òà äâi÷i
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ïî x1, . . . , xm òà íåõàé

{
Xi, i = 1,m

}
� ïðîöåñè

Iòî, òîäi

dF (t,X1, . . . , Xm) =
∂F

∂t
dt+

m∑
i=1

∂F

∂xi
dXi +

1

2

m∑
i,j=1

∂2F

∂xi∂xj
dXidXj.
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Ïðèêëàä (äèôåðåíöiàë äëÿ ãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨). Íåõàé F = F
(
Wt, W̃t

)
,

äå Wt, W̃t � íåçàëåæíi ïðîöåñè Âiíåðà, òîäi çà òåîðåìîþ ïðî ôîðìóëó Iòî,
áàãàòîâèìiðíèé âèïàäîê, îòðèìà¹ìî

dF =
∂F

∂x
dWt +

∂F

∂y
dW̃t +

1

2

∂2F

∂x2
(dWt)

2 +
1

2

∂2F

∂y2

(
dW̃t

)2

+
∂2F

∂x∂y
dWtdW̃t =

=
∂F

∂x
dWt +

∂F

∂y
dW̃t +

1

2

(
∂2F

∂x2
+
∂2F

∂y2

)
dt.

Ôóíêöiþ F íàçèâàþòü ãàðìîíiéíîþ, ÿêùî ¨¨ Ëàïëàñiàí

∇F =
1

2

(
∂2F

∂x2
+
∂2F

∂y2

)
= 0.

Òîáòî, äëÿ ãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ F ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë äîðiâíþ¹

∂F

∂x
dWt +

∂F

∂y
dW̃t.

Ïðèêëàä (äîñÿãíåííÿ ïðîöåñîì Âiíåðà ìåæ êóëi). Íåõàé {Wt, t ≥ 0} �
m-âèìiðíèé ïðîöåñ Âiíåðà, τB = inf {t > 0 : Wt /∈ B} � ìîìåíò âèõîäó ç
âiäêðèòî¨ êóëi

B =

x ∈ Rm : |x| =

√√√√ m∑
i=1

x2
i < R

 , R > 0.

Çàñòîñîâóþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ÿê i â ñêàëÿðíîìó âèïàäêó, îòðèìà¹ìî
ùî τB ¹ ìàðêîâñüêèé ìîìåíò. Çíàéäåìî î÷iêóâàíå çíà÷åííÿ öüîãî ìîìåíòó.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

F (x) =
1

m

(
R2 − |x|2

)
i çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó Iòî äëÿ F (Wt). Îñêiëüêè ∂F

∂xi
= − 2

mxi òà
∂2F
∂x2i

= − 2
m ,

ìà¹ìî

F (Wt) = F (W0) +
m∑
i=1

(
− 2

m

)∫ t

0

W i
sdW

i
s +

1

2

m∑
i=1

(
− 2

m

)∫ t

0

ds =

=
R2

m
− t− 2

m

m∑
i=1

∫ t

0

W i
sdW

i
s .

Îñêiëüêè äëÿ t ≤ τB: |Wt| ≤ R, ìà¹ìî 0 ≤ F (Wt∧τB) ≤ R2

m òà

E

∫ t∧τB

0

|Ws|2 ds ≤ R2t <∞.
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Òîäi

EF (Wt∧τB) =
R2

m
− E (t ∧ τB) ,

çâiäêè

E (t ∧ τB) =
R2

m
− EF (Wt∧τB) ,

çîêðåìà, E (t ∧ τB) ≤ R2

m òà EτB ≤ R2

m , òîáòî τB ¹ ì.ç. Çà òåîðåìàìè Ëåáåãà
ïðî ìàæîðîâàíó òà ìîíîòîííó çáiæíiñòü, ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè t→∞,
îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî

EτB =
R2

m
− EF (WτB) =

R2

m
.

Çàâäàííÿ 22. Íåõàé {Wt, t ≥ 0} � äâîâèìiðíèé ïðîöåñ Âiíåðà, τB0
� ìîìåíò

äîñÿãíåííÿ çàìêíåíî¨ êóëi

B0 =
{
x ∈ R2 : |x− x0| ≤ R

}
,

ùî íå ìiñòèòü ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ç öåíòðîì â òî÷öi x0. Çíàòè
P {τB0

<∞}.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ïîêàçàòè, ùî
∫ t

0 cos (Ws) dWs = sinWt + 1
2

∫ t
0 sinWsds.

2. Ïîêàçàòè, ùî eWt = 1+
∫ t

0 e
WsdWs+

1
2

∫ t
0 e

Wsds. Çâiäêè çíàéòè êîðåëÿöiþ
ìiæ Wt òà eWt.

3. Íåõàé Xt, Yt � ïðîöåñè Iòî. Çíàéòè d
(
Xt

Yt

)
.

4. Íåõàé {Ws, s ≥ 0} òà
{
W̃s, s ≥ 0

}
� íåçàëåæíi ïðîöåñè Âiíåðà.

Ïîêàçàòè, ùî äëÿ ïðîöåñó Xt =
√
W 2

t + W̃ 2
t ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë

äîðiâíþ¹ dt+2WtdWt+2W̃tdW̃t

2
√
W 2
t +W̃ 2

t

.

5. Íåõàé {Ws, s ≥ 0} òà
{
W̃s, s ≥ 0

}
� íåçàëåæíi ïðîöåñè Âiíåðà.

Âèçíà÷èòè ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë äëÿ Xt =


eWt sin

(
W̃t

)
eWt cos

(
W̃t

)
eWt

.
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4.3.Ñòîõàñòè÷íi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Íåõàé ìà¹ìî ïåâíó ¹ìíiñòü ç ðiäèíîþ. Ïiä âïëèâîì ðóõó ìîëåêóë
ðiäèíè â ¹ìíîñòi ðóõà¹òüñÿ äåÿêà ÷àñòèíêà. Ïðèïóñòèìî, ùî â ïî÷àòêîâèé
ìîìåíò ÷àñó ÷àñòèíêà ìà¹ êîîðäèíàòè (0, 0, 0), à â ìîìåíò t � (Xt, Yt, Zt).

Çðîáèâøè ïðèïóùåííÿ, ùî êîîðäèíàòè çìiíþþòüñÿ íåçàëåæíèì
÷èíîì, çîñåðåäèìîñü ëèøå íà ïåðøié êîîðäèíàòi. ßêùî a (t, x) âèçíà÷à¹
øâèäêiñòü ìîëåêóë ðiäèíè â òî÷öi x â ìîìåíò t, òîäi çìiíà êîîðäèíàòè
äîðiâíþ¹ a (t, x) ∆t çà ÷àñ ∆t. Ïðèïóñòèìî, ùî ðóõ ïðèñêîðþ¹òüñÿ çi
çáiëüøåííÿì òåìïåðàòóðè â òî÷öi x â ìîìåíò t ç âiäïîâiäíèõ ïðèðîñòîì
êîîðäèíàòè b (t, x) ∆Wt. Òîáòî çàãàëüíèé ïðèðiñò ïåðøî¨ êîîðäèíàòè íà
ïðîìiæêó [t, t+ ∆t], ÿêùî Xt = x äîðiâíþ¹

∆Xt = Xt+∆t −Xt ≈ a (t, x) ∆t+ b (t, x) ∆Wt.

Çâiäêè ìà¹ìî, ùî ïåðøèé ìîìåíò ïðèðîñòó â îêîëi òî÷êè x áóäå

E (∆Xt|Xt = x) = a (t, x) ∆t,

à äðóãèé ìîìåíò ïðèðîñòó ïðîòÿãîì iíòåðâàëó ÷àñó äîâæèíîþ ∆t �

E
(
∆X2

t |Xt = x
)

= b2 (t, x) ∆t.

Îòðèìàíi ñïiââiäíîøåííÿ âêàçóþòü íà òå, ùî äëÿ ìàëèõ ïðîìiæêiâ
÷àñó ÿê ïåðøèé òà i äðóãèé ìîìåíòè çìiíè ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè â ìîìåíò t â
òî÷öi x ïðîïîðöiéíi äîâæèíi iíòåðâàëó ∆t ç êîåôiöi¹íòàìè ïðîïîðöiéíîñòi a
òà b2. Ïðèïóñòèìî, ùî a òà b ¹ �ãëàäêèìè� ôóíêöiÿìè, òîäi ðiâíÿííÿ ïðèðîñòó
âêàçó¹ íà òå, ùî Xt ¹ íàáëèæåíî ïðîöåñîì Ãàóññà: ÿêùî Xt = x, òî ∆Xt

ìà¹ íàáëèæåíî íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè a (t, x) ∆t òà b2 (t, x) ∆t.
Çàìiíþþ÷è ∆t íà dt, ∆Wt íà dWt, òà ∆Xt, íà dXt, ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ

dXt = a (t,Xt) dt+ b (t,Xt) dWt.

Öå ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì (ÑÄÐ),
à ôóíêöi¨ a òà b � êîåôiöi¹íòàìè ðiâíÿííÿ (çíåñåííÿ òà äèôóçi¨).

Âiäìiòèìî, ùî öå ðiâíÿííÿ iíêîëè íàçèâàþòü äèôóçiéíèì àáî
ðiâíÿííÿì äèôóçi¨. Ìîæíà âèçíà÷èòè òàêîæ áiëüø çàãàëüíå ðiâíÿííÿ âèäó

dXt = a (t) dt+ b (t) dWt,

äå a, b � äåÿêi óçãîäæåíi ç ôiëüòðàöi¹þ â.ï. òàêi, ùî
∫ T

0 |a (t)| dt < ∞ òà∫ T
0 b2 (t) dt < ∞ ì.í., ïðîòå ïîäàëüøîìó ïiä ÑÄÐ áóäåìî ðîçóìiòè ñàìå
ðiâíÿííÿ äèôóçiéíi.

Âèçíà÷åííÿ. Â.ï. X = Xt (ω) íàçèâàþòü (ñòðîãèì) ðîçâ'ÿçêîì ÑÄÐ ç
ïî÷àòêîâîþ ãðàíè÷íîþ óìîâîþ X0 = ζ íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði {Ω,F ,P},
ÿêùî âií çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:
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1. Xt ∈ Ft, äå {Ft} � ïîâíà ôiëüòðàöiÿ, ïîðîäæåíà ïðîöåñîì Âiíåðà Wt òà
ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ζ;

2. P {X0 = ζ} = 1;

3. ∀0 ≤ t <∞:
∫ t

0

(
|a (s,Xs)|+ b2 (s,Xs)

)
<∞;

4. Ì.í. ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü Xt = X0 +
∫ t

0 a (s,Xs) ds+
∫ t

0 b (s,Xs) dWs.

Ïðèêëàä (ìiñò Áðîóíà). Ïîêàæåìî, ùî

Xt = t+ (1− t)
∫ t

0

1

1− s
dWs,

ÿêùî 0 ≤ t < 1, çàäîâîëüíÿ¹ ÑÄÐ

dXt =
1−Xt

1− t
dt+ dWt.

Çàçíà÷èìî ñïî÷àòêó, ùî

1−Xt

1− t
= 1−

∫ t

0

1

1− s
dWs.

Òîäi, çàñòîñîâóþ÷è ëåìó ïðî ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë äîáóòêó, ìà¹ìî

dXt = dt+

∫ t

0

1

1− s
dWs × d (1− t) + (1− t) d

(∫ t

0

1

1− s
dWs

)
=

=

(
1−

∫ t

0

1

1− s
dWs

)
dt+ dWt =

1−Xt

1− t
dt+ dWt.

Ç òåîðåìè ïðî ãàóññîâiñòü íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà Âiíåðà âèïëèâà¹, ùî Xt ¹
ïðîöåñîì Ãàóññà ç ôóíêöi¹þ ñåðåäíiõ t òà êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ s∧ t− st.
Çîêðåìà, Xt ∼ N (t, t (1− t)), òîáòî DXt → 0, ÿêùî t → 0 àáî t → 1,
íàáóâàþ÷è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ, ÿêùî t = 1

2 . Êðiì òîãî, çà ðîçïîäiëîì
Xt, ïðÿìó¹ äî 1, ÿêùî t → 1. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó Äóáà ïðî ìàêñèìàëüíi
íåðiâíîñòi äëÿ íåïåðåðâíîãî ìàðòèíãàëó, ìîæåìî ïîêàçàòè, ùî öÿ çáiæíiñòü
ìà¹ ìiñöå ç iìîâiðíiñòþ 1. Äîâèçíà÷èâøè X1 = 1, îòðèìà¹ìî ùî ïðîöåñ
{Xt, t ∈ [0, 1]} ìà¹ íåïåðåðâíi ì.í. òðà¹êòîði¨, i çíà÷èòü, âèçíà÷à¹ ìiñò Áðîóíà,
ùî ñïîëó÷à¹ òî÷êè (0, 0) òà (1, 1).

Âïðàâà 4.21. Íåõàé {Xt, t ∈ [0, 1]} � ìiñò Áðîóíà, ùî ñïîëó÷à¹ òî÷êè (0, 0)
òà (1, 1), ξ � â.â. íåçàëåæíà âiäX, ùî ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè
−1 òà 1. Ïîêàçàòè, ùî ïðîöåñ Xt + tξ âèçíà÷à¹ ïðîöåñ Âiíåðà íà [0, 1].
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Íàâåäåíèé âèùå ïðèêëàä âêàçó¹, ùî ïåðåâiðêà ÷è ¹ äåÿêèé ïðîöåñ
ðîçâ'ÿçêîì ïåâíîãî ÑÄÐ çâîäèòüñÿ â ïåðøó ÷åðãó äî çàäà÷i çíàõîäæåííÿ
ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó, äå êëþ÷îâó ðîëü âiäiãðà¹ òåîðåìà ïðî ôîðìóëó
Iòî. Ïðîòå âçàãàëi-òî ïèòàííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ÿê öåé ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷èòè
âiäøòîâõóþ÷èñü âiä ñàìîãî ðiâíÿííÿ. ßê i äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü äëÿ ÑÄÐ íå iñíó¹ ¹äèíîãî çàãàëüíîãî àëãîðèòìó, ÿêèé áè äîçâîëèâ
çíàéòè ðîçâ'ÿçîê, àëå â çàëåæíîñòi âiä âèäó ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïðîïîíóâàòè
íèçêó òåõíiê ïîøóêó öüîãî ðîçâ'ÿçêó.

Íàïðèêëàä, ÿêùî êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ � äåÿêi äåòåðìiíîâàíi ôóíêöi¨,
òî Xt−X0 ¹ ïðîöåñîì Ãàóññà ç ôóíêöi¹þ ñåðåäíiõ

∫ t
0 a (u) du òà êîâàðiàöiéíîþ

ôóíêöi¹þ
∫ s∧t

0 b2 (u) du.

Âïðàâà 4.22. Âèçíà÷èòè P {X1 < 2}, ÿêùî Xt ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêîãî ÑÄÐ:

e−t/2dXt = sin (t) dt+ cos (t) dWt, X0 = 0.

Ó âèïàäêó, êîëè êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ a = a (t,Wt) òà b = b (t,Wt), òî
ðîçâ'ÿçîê ìîæåìî çíàéòè áåçïîñåðåäíiì iíòåãðóâàííÿì â òàêîìó âèãëÿäi

Xt = X0 +

∫ t

0

a (s,Ws) ds+

∫ t

0

b (s,Ws) dWs.

Áiëüø òîãî, ÿêùî iñíó¹ äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ f (t, x)
òàêà, ùî

a (t, x) =
∂f

∂t
+

1

2

∂2f

∂x2
òà b (t, x) =

∂f

∂x
,

òî, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ôîðìóëó Iòî, ìàòèìåìî dXt = df (t,Wt) àáî

Xt = f (t,Wt) + C0,

äå C0 çíàõîäèìî âèõîäÿ÷è ç ïî÷àòêîâî¨ óìîâè. Â öüîìó âèïàäêó ÑÄÐ
íàçèâàþòü òî÷íèì. Äèôåðåíöiþþ÷è óìîâó íà a (t, x) ïî x, òà ïiäñòàâëÿþ÷è
óìîâó íà b (t, x), îòðèìà¹ìî òàêó íåîáõiäíó óìîâó íà êîåôiöi¹íòè ÑÄÐ

∂a

∂x
=
∂b

∂t
+

1

2

∂2b

∂x2
.

Âiäìiòèìî, ùî öÿ óìîâà âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ òåïëîïðîâiäíîñòi. Òóò b = b (t, x)
âèçíà÷à¹ òåìïåðàòóðó â òî÷öi x â ìîìåíò t, à ∂a

∂x ¹ ùiëüíiñòü äæåðåëà
òåïëà. Ñàìå a = a (t, x) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïîòåíöiàë, ç ÿêîãî ùiëüíiñòü
îòðèìà¹ìî ÿê ãðàäi¹íò ïî x.

Âïðàâà 4.23. Ïîêàçàòè, ùî ÑÄÐ

dXt =
(
5t4Wt +W 2

t

)
dt+

(
t5 +

2

3
W 3

t

)
dWt, X0 = 0,

¹ òî÷íèì. Çíàéòè âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê.
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Ïðèêëàä (ëiíiéíi çà îáîìà êîåôiöi¹íòàìè ÑÄÐ). Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê òàêîãî
ÑÄÐ

dXt = (δtXt + αt) dt+ (σtXt + βt) dWt.

Çàñòîñó¹ìî òàê çâàíèé ìåòîä iíòåãðóâàëüíîãî ìíîæíèêà. Âiçüìåìî ÿê
iíòåãðóâàëüíèé ìíîæíèê

Yt = exp

{
−
∫ t

0

σsdWs +

∫ t

0

(
1

2
σ2
s − δs

)
ds

}
,

òîäi, çàñòîñîâóþ÷è ëåìó ïðî ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë äîáóòêó, ìà¹ìî

d (XtYt) = XtdYt + YtdXt + (dXt) (dYt) .

Çà òåîðåìîþ ïðî ôîðìóëó Iòî âèâîäèìî

dYt = Yt

(
−σtdWt +

(
1

2
σ2
t − δt

)
dt

)
+

1

2
Ytσ

2
t dt = Yt

(
−σtdWt +

(
σ2
t − δt

)
dt
)
.

Çâiäêè
d (XtYt) = Yt (αt − σtβt) dt+ YtβtdWt

àáî â iíòåãðàëüíié ôîðìi

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

Ys (αs − σsβs) ds+

∫ t

0

YsβsdWs.

Îòæå,

Xt = X0Y
−1
t +

∫ t

0

Ys
Yt

(αs − σsβs) ds+

∫ t

0

Ys
Yt
βsdWs.

Çîêðåìà, äî öüîãî òèïó ðiâíÿíü âiäíîñèòüñÿ òàê çâàíå ðiâíÿííÿ Áëåêà-
Øîóëñà:

dXt = δXtdt+ σXtdWt, σ, δ ∈ R.
Äëÿ òîãî, ùîá ïðîiíòåðïðåòóâàòè öå ðiâíÿííÿ, çàïèøåìî éîãî ó ðiçíèöåâié
ôîðìi

∆Xt = δXt∆t+ σXt∆Wt

àáî
∆Xt

Xt
=

(
δ + σ

∆Wt

∆t

)
∆t.

ßêùî Xt õàðàêòåðèçó¹ äèíàìiêó öiíè äåÿêîãî àêòèâó, òîäi ∆Xt

Xt
� âiäíîñíèé

ïðèðiñò öiíè íà äåÿêîìó ïðîìiæêó. Çãiäíî ðiâíÿííÿ öåé ïðèðiñò âèçíà÷åíèé
ñòàëîþ øâèäêiñòþ δ, ÿêà ìà¹ ïîïðàâêó íà �øóì�, ïðè öüîìó êîåôiöi¹íò σ
íàçèâàþòü âîëàòèëüíiñòþ. Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó äëÿ ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî
ÑÄÐ ç αs = βs = 0, δs = δ òà σs = σ, âèâîäèìî ùî äèíàìiêà àêòèâó îïèñó¹òüñÿ
ÿê

Xt = X0Y
−1
t = X0e

(δ− 1
2σ

2)t+σWt.
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Âïðàâà 4.24. Íåõàém òà α � äåÿêi êîíñòàíòè. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê òàêîãî ÑÄÐ

dXt = (m−Xt) dt+ αdWt

i ïîêàçàòè, ùî l.i.m.t→∞Xt = m.

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî êîåôiöi¹íò b ÑÄÐ íóëüîâèé, îòðèìà¹ìî çâè÷àéíå
äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ. I ÿê â òåîði¨ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ïiä ÷àñ àíàëiçó ÑÄÐ âàæëèâèìè ¹ òàêi ïèòàííÿ: ÷è iñíó¹ õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê
i, ÿêùî òàê, ÷è öåé ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé.

Ïðèêëàä (ÑÄÐ áåç ðîçâ'ÿçêiâ). Ðîçãëÿíåìî òàêå ÑÄÐ

dXt = X3
t dt+X2

t dWt, X0 = C > 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê ì.í. íåïåðåðâíèé,
ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî âií ñòðîãî äîäàòíèé íà äåÿêîìó iíòåðâàëi [0, T ]. Òîäi
çà òåîðåìîþ ïðî ôîðìóëó Iòî ç F (x) = 1

x ìà¹ìî

dF (Xt) = − 1

X2
t

(
X3
t dt+X2

t dWt

)
+

1

X3
t

(
X4
t dt
)

= −dWt.

Òîáòî 1
Xt

= C−1 −
∫ t

0 dWs àáî

Xt =
1

C−1 −Wt
.

Îòðèìàíèé ïðîöåñ ïî÷èíà¹òüñÿ ç C i ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi íà áóäü-ÿêîìó
iíòåðâàëi ç äîäàòíîþ éìîâiðíiñòþ. Öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî Xt âèçíà÷åíèé íà
[0, T ].

Ïðèêëàä (ÑÄÐ ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ðîçâ'ÿçêiâ). Ðîçãëÿíåìî òàêå ÑÄÐ

dXt = 3X
1
3
t dt+ 3X

2
3
t dWt, X0 = 0.

Çàôiêñó¹ìî äåÿêå ÷èñëî a > 0 i ðîçãëÿíåìî â.ï.

Xa
t = (Wt − a)3

1{t>a}.

Òîäi çà òåîðåìîþ ïðî ôîðìóëó Iòî ç F (x) = (x− a)3 äëÿ t > a ìà¹ìî

dXa
t = 3 (Wt − a)2 dWt + 3 (Wt − a) dt = 3 (Xa

t )
2
3 dWt + 3 (Xa

t )
1
3 dt.

Òîáòî,

Xa
t −Xa

a =

∫ t

a

3 (Xa
s )

1
3 ds+

∫ t

a

3 (Xa
s )

2
3 dWs, t ≥ a.

Áiëüø òîãî, öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ìiñöå i äëÿ t < a. Îòæå, ìà¹ìî öiëó ñiì'þ â.ï.,
ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè äàíîãî ÑÄÐ.
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ßê i äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæåìî âèçíà÷èòè óìîâè
�ðåãóëÿðíîñòi�, çà ÿêèõ ìîæåìî ãàðàíòóâàòè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ïðè÷îìó
¹äèíîãî.

Âèçíà÷åííÿ. Ãîâîðÿòü, ùî ôóíêöiÿ a = a (t, x), t ≥ 0, x ∈ R, çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó ëiíiéíîãî ðîñòó, ÿêùî ∃C > 0:

|a (t, x)| ≤ C (1 + |x|) , t ≥ 0, x ∈ R.

Âiäìiòèìî, ùî ç íåðiâíîñòåé

1 + |x|2 ≤ (1 + |x|)2 ≤ 2
(

1 + |x|2
)

âèïëèâà¹, ùî óìîâó ëiíiéíîãî ðîñòó ìîæåìî çàïèñàòè ÿê ∃C0 > 0:

|a (t, x)|2 ≤ C0

(
1 + |x|2

)
, t ≥ 0, x ∈ R.

Êðiì òîãî, ÿêùî ôóíêöiÿ a ¹ 1-Ãåëüäåð íåïåðåðâíà (çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
Ëiïøèöÿ) ïî x ðiâíîìiðíî ïî t, òîáòî, ÿêùî ∃L > 0:

|a (t, x)− a (t, y)| ≤ L |x− y| ,

òî óìîâà ëiíiéíîãî ðîñòó åêâiâàëåíòíà óìîâi îáìåæåíîñòi a (t, 0). Äiéñíî, ç
óìîâè ëiíiéíîãî ðîñòó äëÿ x = 0 ìà¹ìî |a (t, 0)| ≤ C. ßêùî ∃K > 0: |a (t, 0)| ≤
K, òî ç íåðiâíîñòi

|a (t, x)| ≤ |a (t, x)− a (t, 0)|+ |a (t, 0)|

ç óðàõóâàííÿì óìîâè Ëiïøèöÿ îòðèìà¹ìî óìîâó ëiíiéíîãî ðîñòó ç C =
max {K,L}. Çîêðåìà, ÿêùî a = a (x), òî óìîâà Ëiïùèöÿ ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ
ëiíiéíîãî ðîñòó.

Ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ àíàëîãó òåîðåìè Ïiêàðà äëÿ çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü âàæëèâå çíà÷åííÿ ìàþòü òàêi äîïîìiæíi ëåìè.

Ëåìà 4.14 (Ãðîíóîëëà). Íåõàé ϕ : R+ → R � äåÿêà iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ,
a ∈ R, b ≥ 0 òà

ϕ (t) ≤ a+ b

∫ t

0

ϕ (s) ds,

òîäi
ϕ (t) ≤ aebt, t ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî

g (t) = a+ b

∫ t

0

ϕ (s) ds,
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òîäi óìîâà ëåìè âèãëÿäàòèìå òàê ϕ (t) ≤ g (t). Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöiÿ g
¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà, à çíà÷èòü, ìàéæå óñþäè äèôåðåíöiéîâíà ïðè÷îìó
g′ (t) = bϕ (t). Çâiäêè îäåðæó¹ìî òàêó óìîâó g′ (t) ≤ bg (t). Îñêiëüêè

∂

∂t

(
g (t) e−bt

)
= e−bt (g′ (t)− bg (t)) ,

óìîâó ëåìè ìîæåìî çàïèñàòè ÿê

∂

∂t

(
g (t) e−bt

)
≤ 0.

Òîáòî g (t) e−bt ¹ íåçðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ ç g (0) = a. Öå äà¹ g (t) e−bt ≤ a,
i, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü ϕ (t) ≤ g (t), îòðèìà¹ìî ïîòðiáíó îöiíêó çâåðõó äëÿ
ϕ.

Ëåìà 4.15 (Ãðîíóîëëà äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié). Íåõàé ìà¹ìî
ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ iíòåãðîâíèõ ôóíêöié {ϕn (t) , t ≥ 0}n∈Z+

, ϕ0 (t) ≤ c
äëÿ äåÿêîãî c > 0. ßêùî äëÿ a ∈ R, b ≥ 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

ϕn (t) ≤ a+ b

∫ t

0

ϕn−1 (s) ds,∀n ∈ N,

òîäi

ϕn (t) ≤ aebt + c
(bt)n

n!
.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Îñêiëüêè äëÿ b, t ≥ 0:
1 ≤ ebt, ç íåðiâíîñòi

ϕ1 (t) ≤ a+ b

∫ t

0

ϕ0 (s) ds ≤ aebt + c
bt

1!

ìà¹ìî êîðåêòíiñòü òâåðäæåííÿ äëÿ n = 1. Íåõàé ïîòðiáíà íåðiâíiñòü ìà¹
ìiñöå äëÿ äåÿêîãî n ≥ 1:

ϕn (t) ≤ aebt + c
(bt)n

n!
,

òîäi

ϕn+1 (t) ≤ a+ b

∫ t

0

(
aebs + c

(bs)n

n!

)
ds = aebt + c

(bt)n+1

(n+ 1)!
.

Òåîðåìà 4.18 (ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ÑÄÐ). Íåõàé
êîåôiöi¹íòè ÑÄÐ ¹ âèìiðíi ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâi Ëiïøèöÿ òà
ëiíiéíîãî ðîñòó, òîäi ÑÄÐ ìà¹ íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê Xt, êðiì òîãî, ÿêùî
X̃t � iíøèé ðîçâ'ÿçîê, òî Xt òà X̃t íåðîçðiçíåííi. ßêùî Eζ2

0 < ∞, òî
E
∫∞

0 X2
t dt <∞.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó. Ïðèïóñòèìî, ùî ìà¹ìî
äâà ðîçâ'ÿçêè ÑÄÐ Xt òà X̃t ç X0 = X̃0, i ïîçíà÷èìî äëÿ ïðîñòîòè çàïèñó

Yt = Xt − X̃t =

∫ t

0

āds+

∫ t

0

b̄dWs,

äå ā = a (s,Xs) − a
(
s, X̃s

)
òà b̄ = b (s,Xs) − b

(
s, X̃s

)
. Äëÿ äåÿêîãî N > 0

âèçíà÷èìî τN = sup {t ≥ 0 : |Yt| < N}, òîäi

Yt∧τN =

∫ t

0

ā1{s<τN}ds+

∫ t

0

b̄1{s<τN}dWs.

Çâiäêè äëÿ ôóíêöi¨ ϕn (t) = E (Yt∧τN )2 ìàòèìåìî

ϕN (t) ≤ 2E

(∫ t

0

ā1{s<τN}ds

)2

+ 2E

(∫ t

0

b̄1{s<τN}dWs

)2

.

Çàñòîñîâóþ÷è äëÿ ïåðøîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ íåðiâíiñòü Øâàðöà, à
äëÿ äðóãîãî � âëàñòèâiñòü içîìåòði¨ äëÿ iíòåãðàëà Iòî, îòðèìà¹ìî

ϕN (t) ≤ 2tE

∫ t

0

ā21{s<τN}ds+ 2E

∫ t

0

b̄21{s<τN}ds.

Òîìó ç óðàõóâàííÿì óìîâè Ëiïøèöÿ

ϕN (t) ≤ 2 (t+ 1)L2

∫ t

0

EY 2
s 1{s<τN}ds = 2 (t+ 1)L2

∫ t

0

EY 2
s∧τNds.

Îòæå, ìà¹ìî òàêó îöiíêó çâåðõó

ϕN (t) ≤ 2 (t+ 1)L2

∫ t

0

ϕN (s) ds

i çà ëåìîþ Ãðîíóîëëà ϕN (t) ≤ 0, ∀N > 0. Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi, êîëè
N →∞, âèâîäèìî EY 2

t = 0. Öå äà¹, ùî Yt = 0 ì.í., ∀t ≥ 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
Ω′, ìíîæèíó òèõ ω, äëÿ ÿêèõ Yt (ω) íåïåðåðâíà, îñêiëüêè Xt òà X̃t íåïåðåðâíi,
P (Ω′) = 1. Òîäi äëÿ Ω̄ = Ω′ ∩

(
∩t∈Q+

{Yt = 0}
)
ìà¹ìî P

(
Ω̄
)

= 1 òà ∀ω ∈ Ω̄:
Yt (ω) ≡ 0, ùî äà¹ íåðîçðiçíåíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåìî iñíóâàííÿ. Ïîáóäó¹ìî ñïî÷àòêó ðîçâ'ÿçîê ç äåòåðìiíîâàíîþ
ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ X0 (ω) = x, x ∈ R, ÿêèé ïîçíà÷èìî ÿê ξx (t). Äëÿ öüîãî
çàñòîñó¹ìî ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü: ξ0

x (t) = x òà äëÿ n ∈ N:

ξnx (t) = x+

∫ t

0

an−1ds+

∫ t

0

bn−1dWs,

äå an = a (s, ξnx (s)) òà bn = b (s, ξnx (s)). Îñêiëüêè ξ0
x (t) = x ¹ íåïåðåðâíèé i

óçãîäæåíèé, òî a0, b0 � âèìiðíi, óçãîäæåíi, ëîêàëüíî îáìåæåíi ôóíêöi¨, òîäi
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ξ1
x (t) òàêîæ íåïåðåðâíèé óçãîäæåíèé ç ôiëüòðàöi¹þ â.ï., çâiäêè òàêîþ ¹ ξ2

x (t),
òîùî. Îòæå, {ξnx (t)}n∈N âèçíà÷à¹ ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ òà óçãîäæåíèõ
â.ï.

Ïîêàæåìî, ùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü ¹ çáiæíîþ. Ç óìîâè ëiíiéíîãî ðîñòó
ìà¹ìî ∃C:

|a (s, x)| ≤ C (1 + |x|) òà |b (s, x)|2 ≤ C
(

1 + |x|2
)
.

Îñêiëüêè

(ξnx (t))2 ≤ 3 |x|2 + 3

(∫ t

0

an−1ds

)2

+ 3

(∫ t

0

bn−1dWs

)2

,

îòðèìà¹ìî ∀T > 0 ∃AT , BT > 0:

E (ξnx (t))2 ≤ AT +BT

∫ t

0

E
(
ξn−1
x (s)

)2
ds, t ≤ T,

òîáòî E (ξnx (t))2 ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ. Ðîçãëÿíóâøè ñóïðåìóì äëÿ
îáîõ ñòîðií îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi, çà ëåìîþ Ãðîíóîëëà ìàòèìåìî

sup
k≤n

E
(
ξkx (t)

)2 ≤ ATe
TBT , t ≤ T.

Îòæå, supn E (ξnx (t))2 òàêîæ ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíîþ. Ïîçíà÷èìî

fn (t) = E
(
ξn+1
x (t)− ξnx (t)

)2
,

òîäi ïîâòîðþþ÷è íàâåäåíi âèùå àðãóìåíòè, ç óìîâè Ëiïøèöÿ ìà¹ìî ∀T > 0
∃LT > 0:

fn (t) ≤ LT

∫ t

0

fn−1 (s) ds, t ≤ T,

êðiì òîãî,

f0 (t) = E

(∫ t

0

a (s, x) ds+

∫ t

0

b (s, x) dWs

)2

≤ CT ,

äëÿ äåÿêîãî CT > 0. Çâiäêè çà ëåìîþ Ãðîíóîëëà äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié
fn (t) ≤ CT

(LT t)
n

n! , i çíà÷èòü, ðÿä

∞∑
n=0

(
ξn+1
x (t)− ξnx (t)

)
+ ξ0

x (t)

¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèé â ñ.êâ. íà [0, T ], ∀T > 0.
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Äàëi ïîêàæåìî, ùî

ξx (t) = l.i.m.

(
n−1∑
k=0

(
ξk+1
x (t)− ξkx (t)

)
+ ξ0

x (t)

)
= l.i.m.n→∞ξ

n
x (t)

çàäîâîëüíÿ¹ âiäïîâiäíå ÑÄÐ. Ïîçíà÷èìî ax = a (s, ξx (s)) òà bx = b (s, ξx (s)),
òîäi ∀T > 0 ∃LT > 0: ∀t ∈ [0, T ] çà óìîâîþ Ëiïøèöÿ

E

(∫ t

0

axds+

∫ t

0

bxdWs −
∫ t

0

ands−
∫ t

0

bndWs

)2

≤

≤ LTE

∫ t

0

(ξx (s)− ξnx (s))2 ds.

Òîìó

E

(
ξx (t)−

(
x+

∫ t

0

axds+

∫ t

0

bxdWs

))2

=

= E

(
ξx (t)− ξnx (t)−

(∫ t

0

(ax − an−1) ds+

∫ t

0

(bx − bn−1) dWs

))2

≤

≤ 2E (ξx (t)− ξnx (t))2 + 2LTE

∫ t

0

(
ξx (s)− ξn−1

x (s)
)2
ds −→

n→∞
0.

Îòæå, çà îçíà÷åííÿì ξx (t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ÑÄÐ ç äåòåðìiíîâàíîþ ïî÷àòêîâîþ
óìîâîþ.

Àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê áóëî äîâåäåíî âèùå, äëÿ äîâiëüíîãî T > 0 ìîæåìî
äîâåñòè iñíóâàííÿ äåÿêèõ AT , BT > 0:

E (ξx (t)− ξy (t))2 ≤ AT |x− y| eTBT , t ≤ T.

Çâiäêè âèâîäèìî ñòîõàñòè÷íó íåïåðåðâíiñòü ξx (t) çà x, i çíà÷èòü, çà òåîðåìîþ
ïðî âèìiðíiñòü ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíî¨ â.ô. iñíó¹ âèìiðíà ìîäèôiêàöiÿ.
Îòæå, ÿêùî ïiäñòàâèòè X0 (ω) çàìiñòü x, ìîæåìî ïîêàçàòè, ùî ξX0

(t) ¹
ðîçâ'ÿçîê ÑÄÐ ç âèïàäêîâîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ.

Âiäìiòèìî, ùî ðåçóëüòàò òåîðåìè ìà¹ ìiñöå òàêîæ, ÿêùî óìîâè
Ëiïøèöÿ òà ëiíiéíîãî ðîñòó âèêîíàíi ëîêàëüíî: ∀T > 0 ∃LT , CT > 0:

|a (t, x)|2 + |b (t, x)|2 ≤ CT

(
1 + |x|2

)
, t ≤ T,

òà

|a (t, x)− a (t, y)|2 + |b (t, x)− b (t, y)|2 ≤ LT |x− y|2 , t ≤ T, |x| , |y| < T.
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Íåõàé 0 ≤ s ≤ t i ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

Xt = x+

∫ t

s

a (u,Xu) du+

∫ t

s

b (u,Xu) dWu.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξs,xt ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ, çà ïîáóäîâîþ âií âèçíà÷åíèé
çíà÷åííÿìè Wt −Wu, u ∈ [s, t], çíà÷èòü ξs,xt íå çàëåæèòü âiä Fs. Òîìó

P
{
ξs,Xs

t ≤ y|Fs
}

= P {ξs,xt ≤ y} |x=Xs
, y ∈ R.

ßêùî Xt ¹ ðîçâ'ÿçîê ÑÄÐ

dXt = a (t,Xt) dt+ b (t,Xt) dWt, X0 = ζ,

òî çà îçíà÷åííÿì

Xt = ζ +

∫ t

0

a (u,Xu) du+

∫ t

0

b (u,Xu) dWu =

= Xs +

∫ t

s

a (u,Xu) du+

∫ t

s

b (u,Xu) dWu.

Êðiì òîãî, öå ñïiââiäíîøåííÿ çàäîâîëüíÿ¹ ξs,Xs

t i çà óìîâ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó
ÑÄÐ ìà¹ìî, ùî Xt = ξs,Xs

t . Òîáòî

P {Xt ≤ y|Fs} = P {ξs,xt ≤ y} |x=Xs
.

Âíàñëiäîê óçãîäæåíîñòi Xs ç ôiëüòðàöi¹þ {Fs} ìà¹ìî

P {Xt ≤ y|Xs} = E (P {Xt ≤ y|Fs} |Xs) = P {Xt ≤ y|Fs} .

Îòæå, Xt � ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ ç ôóíêöi¹þ ïåðåõiäíèõ iìîâiðíîñòåé

Ps,x (t, A) = P {Xt ∈ A|Xs = x} .

Çàâäàííÿ 23. Íåõàé a (x), b (x) � ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
Ëiïùèöÿ òà x ∈ R. Ïîêàçàòè, ùî ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ÑÄÐ

dXt = a (Xt) dt+ b (Xt) dWt

¹ ñòàöiîíàðíèé ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ. Òîáòî, ùî äëÿ ôóíêöi¨ ïåðåõiäíèõ
iìîâiðíîñòåé ìà¹ìî

Ps,x (s+ t, A) = P0,x (t, A) , A ∈ B (R) .
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Ïðèêëàä (ñòàöiîíàðíiñòü ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Áëåêà-Øîóëñà). Ïîêàæåìî, ùî
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

dXt = δXtdt+ σXtdWt, X0 = x,

¹ ñòàöiîíàðíèé.
Ðàíiøå áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

Xt = X0e
(δ− 1

2σ
2)t+σWt.

Çâiäêè
ξs,xt = xe(δ−

1
2σ

2)(t−s)+σ(Wt−Ws),

à çíà÷èòü,
ξs,xt+s = xe(δ−

1
2σ

2)t+σ(Wt+s−Ws).

Îñêiëüêè Wt+s − Ws ìà¹ òîé ñàìèé ðîçïîäië, ùî i Wt, ðîçïîäië ξs,xt+s íå
çàëåæèòü âiä s.

Ïðèêëàä (Àïðîêñèìàöiÿ ðîçâ'ÿçêó ÑÄÐ). Íåõàé X = {Xt, t ∈ [0, T ]} �
ðîçâ'ÿçîê ÑÄÐ

dXt = a (t,Xt) dt+ b (t,Xt) dWt,

X0 � äåÿêà äåòåðìiíîâàíà âåëè÷èíà. ßê ÷èñåëüíå äèñêðåòíå íàáëèæåííÿ
ðîçâ'ÿçêó íà [0, T ] ìîæåìî çàñòîñóâàòè àïðîêñèìàöiþ Åéëåðà-Ìàðóéÿìè, ÿêå
ïîëÿãà¹ ó çàñòîñóâàííi çàìiñòü äèôåðåíöiàëiâ ïðèðîñòiâ.

Íåõàé òî÷êè 0 = t0 < . . . < tn = T âèçíà÷àþòü äåÿêå ðîçáèòòÿ òà
h = max1≤i≤n (ti − ti−1). Çàäàìî ïðîöåñ

{
Xh
t , t ∈ [0, T ]

}
â òî÷êàõ ðîçáèòòÿ

ðåêóðåíòíî

Xh
ti+1

= Xh
ti

+ a
(
ti, X

h
ti

)
∆ti + b

(
ti, X

h
ti

)
∆Wti, i = 0, n− 1, Xh

t0
= X0

i äëÿ òî÷îê t ç âiäïîâiäíîãî ïðîìiæêó ðîçáèòòÿ äîâèçíà÷èìî ëiíiéíîþ
iíòåðïîëÿöi¹þ

Xh
t = Xh

ti
+

t− ti
ti+1 − ti

∆Xh
ti
, t ∈ [ti, ti+1).

ßêùî ðîçáèòòÿ âçÿòè ðiâíîìiðíå ç h = T
n òà âðàõóâàòè, ùî ∆Wti ∼

√
hζi,

i = 0, n− 1, äå
{
ζi, i = 0, n− 1

}
� íåçàëåæíi N (0, 1) ðîçïîäiëåíi â.â., ìà¹ìî

Xh
ti+1

= Xh
ti

+ a
(
ti, X

h
ti

) T
n

+ b
(
ti, X

h
ti

)√T

n
ζi, i = 0, n− 1, Xh

t0
= X0.

Çîêðåìà, äëÿ ðiâíÿííÿ Áëåêà-Øîóëñà

Xh
ti+1

= Xh
ti

(
1 + δ

T

n
+ σ

√
T

n
ζi

)
, i = 0, n− 1,

äèâ. ðèñ. 4.1. òà àëãîðèòì 10.
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Ðèñ. 4.1. Çãåíåðîâàíà òðà¹êòîðiÿ äëÿ ãåîìåòðè÷íîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó ÿê ðîçâ'ÿçêó ÑÄÐ

Àëãîðèòì 10 Àïðîêñèìàöiÿ Åéëåðà-Ìàðóéÿìè ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Áëåêà-
Øîóëñà ç ïàðàìåòðàìè δ = 1.5, σ = 1, X0 = 10

set.seed (112)
t<-2;n<-10000
delta <-1.5; sigma <-1;Xh<-10;h<-t/n
for (i in 1:n){

next.value <-Xh[i]*(1+ delta*h+sigma*sqrt(h)*rnorm (1))
Xh=c(Xh,next.value) }

plot(seq(0,t,length=n+1),Xh ,type="l")

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Çíàéòè âiäïîâiäíi ñòîõàñòè÷íi äèôåðåíöiéíi ðiâíÿííÿ, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü ïðîöåñè Xt = cos (Wt) òà Yt = sin (Wt).

2. Ïîêàçàòè, ùî ðîçâ'ÿçîê CÄÐ dXt = δXtdt+ σXtdWt, X0 = a, òàêèé ùî
P {Xt < y|Xs = x} = Φ

((
ln (y/x)−

(
δ − σ2/2

)
(t− s)

)
/
(
σ
√
t− s

))
, äå

Φ (x) � ôóíêöiÿ Ëàïëàñà.

3. Ðîçâ'ÿçàòè òàêå CÄÐ dXt =
(
t+ 1

2Xt

)
dt+ et sin (Wt) dWt.

4. Ïîêàçàòè, ùî ÑÄÐ dXt = f (t,Xt) dt + g (t)XtdWt çàìiíîþ Yt = Xtρt,

äå ρt = e−
∫ t
0
g(s)dWs+

1
2

∫ t
0
g2(s)ds, ìîæíà çâåñòè äî ÑÄÐ dYt = ρtf

(
t, Ytρt

)
dt.

5. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ÑÄÐ

{
dX1 (t) = dt+ dW1 (t) ,
dX2 (t) = X1 (t) dt+ dW2 (t) ,

äå W1 (t) òà

W2 (t) � íåçàëåæíi ïðîöåñè Âiíåðà.
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À.ÄÎÄÀÒÊÎÂI ÂIÄÎÌÎÑÒI

À.1.Êëàñè ìíîæèí

Â òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ÿê i â òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, âèçíà÷àëüíèì
¹ òàê çâàíèé òåîðåòèêî-ìíîæèííèé ïiäõiä, â ðàìêàõ ÿêîãî áàçîâi ðåçóëüòàòè
ñôîðìóëüîâàíi â òåðìiíàõ òåîði¨ ìíîæèí. Ïîäi¨ àñîöiþþòü ç ïåâíèìè
ìíîæèíàìè, ùî ¹ ïiäìíîæèíàìè äåÿêî¨ çàãàëüíî¨ ìíîæèíè, ÿêó íàçèâàþòü
ïðîñòîðîì.

Ìíîæèíè (ïîäi¨) ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëàìè A,B,C, . . .. Ìíîæèíè,
åëåìåíòè ÿêèõ ¹ ìíîæèíàìè, íàçèâàòèìåìî êëàñàìè ìíîæèí i ïîçíà÷àòèìåìî
ÿê A,B, C, . . . . Ìíîæèíó óñiõ ïiäìíîæèí äåÿêî¨ ìíîæèíè E ïîçíà÷àòèìåìî
L (E). Íà êëàñàõ ìíîæèí âèçíà÷åíi ñòàíäàðòíi îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ ∪,
ïåðåòèíó ∩ òà ðiçíèöi \.

Êëàñè ìíîæèí íàçèâàþòü çàìêíåíèìè âiäíîñíî ïåâíî¨ îïåðàöi¨, ÿêùî
ðåçóëüòàò âèêîðèñòàííÿ âiäïîâiäíî¨ îïåðàöi¨ äî ìíîæèí öüîãî êëàñó ¹
ìíîæèíîþ öüîãî æ êëàñó. Â çàëåæíîñòi âiä óìîâ çàìêíåíîñòi êëàñiâ
ðîçðiçíÿþòü ïåâíi òèïè, ñåðåä ÿêèõ â ïåðøó ÷åðãó âèäiëÿþòü àëãåáðè òà σ-
àëãåáðè.

Âèçíà÷åííÿ. Íåïîðîæíié êëàñ ìíîæèí A ⊂ L (E) íàçèâàþòü àëãåáðîþ
(ïîëåì), ÿêùî

• ∀A ∈ A : Ā = E\A ∈ A,

• ∀A1, A2 ∈ A : A1 ∪ A2 ∈ A.

Âïðàâà À.1. Íåõàé A ⊂ L (E) � äåÿêà àëãåáðà, ïîêàçàòè, ùî
1) ∅, E ∈ A;
2) ∀n ∈ N, Ai ∈ A, i = 1, n : ∪ni=1Ai ∈ A òà ∩ni=1Ai ∈ A.

Âèçíà÷åííÿ. Íåïîðîæíié êëàñ ìíîæèí E ⊂ L (E) íàçèâàþòü σ-àëãåáðîþ,
ÿêùî

• ∀A ∈ E : Ā ∈ E ,

• ∀Ai ∈ E , i ∈ N : ∪i∈NAi ∈ E .

Âïðàâà À.2. 1. Ïîêàçàòè, ùî êëàñè ìíîæèí {∅, E} òà L (E) ¹ σ-àëãåáðàìè
(ÿêi íàçèâàþòü, âiäïîâiäíî, òðèâiàëüíîþ òà ìàêñèìàëüíîþ).

2. Íåõàé E ⊂ L (E) � äåÿêà σ-àëãåáðà, ïîêàçàòè, ùî ∀Ai ∈ E , i ∈ N :

∩∞i=1Ai ∈ E ,

limAk = ∪∞k=1 ∩∞i=k Ai ∈ E ,
limAk = ∩∞k=1 ∪∞i=k Ai ∈ E .
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Â ïîäàëüøîìó σ-àëãåáðè çàéìàþòü öåíòðàëüíó ðîëü, îñêiëüêè ñàìå
íà öèõ êëàñàõ çàäà¹òüñÿ ìiðà, çîêðåìà, éìîâiðíiñíà. Ïðîòå áåçïîñåðåäí¹
êîíñòðóþâàííÿ ìiðè ìà¹ çìiñò ïî÷àòè ç áiëüø �ïðîñòèõ� êëàñiâ ìíîæèí,
âðàõîâóþ÷è ùî îïèñ çàãàëüíîãî åëåìåíòà σ-àëãåáðè ìîæå áóòè íåïðîñòîþ
çàäà÷åþ.

Âèçíà÷åííÿ. Íåïîðîæíié êëàñ ìíîæèí R ⊂ L (E) íàçèâàþòü êiëüöåì,
ÿêùî

• ∀A,B ∈ R : A\B ∈ R,

• ∀A1, A2 ∈ R : A1 ∪ A2 ∈ R.

Âèçíà÷åííÿ. Íåïîðîæíié êëàñ ìíîæèí N ⊂ L (E) íàçèâàþòü
íàïiâêiëüöåì, ÿêùî

• ∅ ∈ N ,

• ∀A,B ∈ N : ∃n ∈ N, Ai ∈ N , i = 1, n : A\B =
∨n
i=1Ai,

• ∀A1, A2 ∈ N : A1 ∩ A2 ∈ N .

Âïðàâà À.3. 1. Íåõàé E = R, ïîçíà÷èìî

K = {(a, b] : a, b ∈ R, a ≤ b} .

Ïîêàçàòè, ùî êëàñ ìíîæèí K ¹ íàïiâêiëüöå, àëå íå êiëüöå.
2. Ïîêàçàòè, ùî êëàñ ñêií÷åííèõ îá'¹äíàíü îáìåæåíèõ iíòåðâàëiâ íà R

¹ êiëüöåì, àëå íå àëãåáðîþ.

Ñàìå ç íàïiâêiëüöÿ ïiâiíòåðâàëiâ âàðòî ïî÷èíàòè, âèçíà÷àþ÷è ìiðó íà
ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó, ùîá ãàðàíòóâàòè ¹äèíiñòü ïðîäîâæåííÿ
ìiðè íà âñþ σ-àëãåáðó, äîñòàòíüî âèêîðèñòàòè çàìêíåíiñòü íàïiâêiëüöÿ
âiäíîñíî ïåðåòèíó.

Âèçíà÷åííÿ. Íåïîðîæíié êëàñ ìíîæèí P ⊂ L (E) íàçèâàþòü π-ñèñòåìîþ,
ÿêùî ∀A1, A2 ∈ P :

A1 ∩ A2 ∈ P .

Âiäìiòèìî, ùî ñàìå çàìêíåíiñòü âiäíîñíî ïåðåòèíó êëàñó ìíîæèí,
íà ÿêîìó çàäàíà éìîâiðíiñòü, âiäiãðà¹ êëþ÷îâó ðîëü ïiä ÷àñ âèçíà÷åííÿ
ïîíÿòòÿ íåçàëåæíîñòi. Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi éìîâiðíîñòi, ïåðåâiðÿòè ïåâíi
ôàêòè íåñêëàäíî äëÿ êëàñiâ ìíîæèí çàìêíåíèõ âiäíîñíî îá'¹äíàíü çëi÷åííî¨
êiëüêîñòi íåñóìiñíèõ ìíîæèí, à òàêîæ ðiçíèöi âêëàäåíèõ ìíîæèí.

Âèçíà÷åííÿ. Íåïîðîæíié êëàñ ìíîæèí D ⊂ L (E) íàçèâàþòü d-
ñèñòåìîþ29, ÿêùî

29Âæèâàþòü òàêîæ íàçâè λ-ñèñòåìà àáî ñèñòåìà Äèíêiíà
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• E ∈ D,

• ∀A ⊂ B ∈ D : B\A ∈ D,

• ∀Ai ∈ D, i ∈ N, Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j :
∨∞
i=1Ai ∈ D.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî óìîâó çàìêíåíîñòi âiäíîñíî îá'¹äíàíü çëi÷åííî¨
êiëüêîñòi íåñóìiñíèõ ìíîæèí, ìîæíà çàìiíèòè íà óìîâó çàìêíåíîñòi âiäíîñíî
îá'¹äíàíü çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi âêëàäåíèõ.

Âèçíà÷åííÿ. Íåïîðîæíié êëàñ ìíîæèí M ⊂ L (E) íàçèâàþòü
ìîíîòîííèì êëàñîì, ÿêùî

• ∀A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ∈M : ∪∞i=1Ai ∈M, àáî ñêîðî÷åíî, An ↑ A⇒ A ∈M,

• ∀A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ∈M : ∩∞i=1Ai ∈M, àáî ñêîðî÷åíî, An ↓ A⇒ A ∈M.

Ïðèêëàä (Àëüòåðíàòèâíå îçíà÷åííÿ d-ñèñòåìè). Ïîêàæåìî, ùî ÿêùî äëÿ
êëàñó D âèêîíàíi òàêi óìîâè

E ∈ D òà ∀A ⊂ B ∈ D : B\A ∈ D,
òî äëÿ òîãî, ùîá D áóâ d-ñèñòåìîþ íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âií áóâ
ìîíîòîííèé.

Ïðèïóñòèìî, ùî êëàñ D ¹ d-ñèñòåìîþ i ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü
ìíîæèí

B1 ⊂ B2 ⊂ . . . ∈ D.
Âèçíà÷èìî ìíîæèíè Ai, i ∈ N ÿê

A1 = B1, Ai = Bi\Bi−1, i ≥ 2,

òîäi ìíîæèíè Ai ∈ D òà íåñóìiñíi, îòæå

∪Bi = ∨Ai ∈ D.

Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí B1 ⊃ B2 ⊃ . . . ∈ D ìà¹ìî

E\B1 ⊂ E\B2 ⊂ . . . ∈ D

òà
∩Bi = E\ (∪ (E\Bi)) ∈ D.

Òîáòî D ¹ ìîíîòîííèé êëàñ.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî D � ìîíîòîííèé êëàñ i ðîçãëÿíåìî äâi äîâiëüíi

íåñóìiñíi ìíîæèíè A1, A2 ∈ D. Îñêiëüêè A1 ⊂ (E\A2), ìà¹ìî

Ā2\A1 ∈ D
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òà
Ā2 ∩ Ā1 ∈ D,

îòæå
A1 ∨ A2 = Ā2 ∩ Ā1 ∈ D.

Àíàëîãi÷íî âñòàíîâëþ¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íåñóìiñíèõ ìíîæèí Ai ∈ D,
i = 1, n ìà¹ìî

A1 ∨ . . . ∨ An ∈ D.
ßêùî ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü íåñóìiñíèõ ìíîæèí Ai, i ∈ N, òî âèçíà÷èìî
ìíîæèíè

Bi = ∨ik=1Ak, i ∈ N.
Äëÿ öèõ ìíîæèí ìà¹ìî, ùî B1 ⊂ B2 ⊂ . . . ∈ D, à çíà÷èòü

∨∞k=1Ak = ∪∞i=1Bi ∈ D.

Çà âèçíà÷åííÿì, iìîâiðíiñíi ìiðè çàäàþòü íà äåÿêié σ-àëãåáði. ßêùî
äëÿ ïîáóäîâè ìiðè âiäøòîâõóâàòèñü âiä ¨¨ çíà÷åíü íà áiëüø ïðîñòîìó êëàñi,
âèíèêà¹ ïðîáëåìà, ùî ìiðè A ∪ B i A ∩ B íå ìîæóòü áóòè, çàãàëîì êàæó÷è,
âèçíà÷åíi ëèøå çà ìiðàìè ìíîæèí A i B. Äëÿ d-ñèñòåì ìiðà ïðèðîäíî
âèçíà÷åíà â òåðìiíàõ ìið ìíîæèí, ÿêi áåðóòü ó÷àòü ó äîçâîëåíèõ â d-ñèñòåìi
îïåðàöiÿõ, i âiäïîâiäíî âàæëèâå çíà÷åííÿ ìà¹ óìîâà êîëè d-ñèñòåìà ¹ σ-
àëãåáðîþ.

Òåîðåìà À.1 (ïðî çàìêíåíó âiäíîñíî ïåðåòèíó d-ñèñòåìó). Íåõàé êëàñ D ¹
d-ñèñòåìîþ. Òîäi D ¹ π-ñèñòåìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè D ¹ σ-àëãåáðîþ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî D ¹ σ-àëãåáðîþ, òîäi âií ¹ π-ñèñòåìîþ.
Íåõàé D ¹ π-ñèñòåìîþ, òîáòî ÿêùî A,B ∈ D, òî A ∩ B ∈ D i,

âðàõîâóþ÷è ùî D ¹ d-ñèñòåìîþ, ìà¹ìî

A\B = A\ (A ∩B) ∈ D.

Áiëüø òîãî,
∀A ∈ D : Ā = E\A ∈ D.

Äëÿ äîâiëüíèõ Ai ∈ D, i ∈ N ìîæåìî ïîáóäóâàòè íåñóìiñíi ìíîæèíè Bi ∈ D:

B1 = A1, Bi = Ai\
(
∨i−1
k=1Bi

)
, i ≥ 2.

À çíà÷èòü,
∪i∈NAi = ∨i∈NBi ∈ D.

Âïðàâà À.4. Ïîêàçàòè, ùî àëãåáðà A ¹ σ-àëãåáðîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âîíà ¹ ìîíîòîííèé êëàñ.
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Âïðàâà À.5. Äîïîâíèòè äiàãðàìó ñïiââiäíîøåíü ìiæ êëàñàìè (äèâ.
ðèñ. À.1.) íåîáõiäíèìè óìîâàìè.

Òåîðåìà À.2 (ïðî ïåðåòèí îäíîòèïíèõ êëàñiâ). Íåõàé

• I � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà iíäåêñiâ,

• {Ki, i ∈ I} � ñiì'ÿ îäíîòèïíèõ êëàñiâ ïiäìíîæèí ìíîæèíè E,

òîäi äëÿ âñiõ òèïiâ ïåðåðàõîâàíèõ âèùå, îêðiì íàïiâêiëåöü, ïåðåòèí ñiì'¨

∩i∈IKi = {A ∈ E : ∀i ∈ I, A ∈ Ki}

¹ êëàñîì âiäïîâiäíîãî òèïó.

Çàâäàííÿ 24. Äîâåñòè òåîðåìó ïðî ïåðåòèí îäíîòèïíèõ êëàñiâ.

Âïðàâà À.6. Ïîêàçàòè, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ σ-àëãåáð, âçàãàëi ãîâîðÿ÷è, íå ¹
σ-àëãåáðîþ.

Çàâäàííÿ 25. Íåõàé {Fn}n≥1 � çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü σ-àëãåáð.
Ïîêàçàòè, ùî

⋃
n≥1Fn ¹ àëãåáðîþ, àëå íå îáîâ'ÿçêîâî σ-àëãåáðîþ.

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé

• K � äåÿêèé íåïîðîæíié êëàñ ìíîæèí,

• {Ki, i ∈ I} � ñiì'ÿ óñiõ îäíîòèïíèõ êëàñiâ, ùî K ⊂ Ki,

ïåðåòèí ñiì'¨
∩i∈IKi

íàçèâàþòü ïîðîäæåíèì (íàéìåíøèì) êëàñîì âiäïîâiäíîãî òèïó.
Ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç σ (K), δ (K) òà µ (K) ïîðîäæåíi, âiäïîâiäíî, σ-àëãåáðó,
d-ñèñòåìó òà ìîíîòîííèé êëàñ.

Îñêiëüêè êëàñ L (E) ìîæíà âiäíåñòè äî áóäü-ÿêîãî ç ïåðåðàõîâàíèõ
òèïiâ òà, âðàõîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ïåðåòèí îäíîòèïíèõ êëàñiâ, ìà¹ìî, ùî
âèçíà÷åííÿ ïîðîäæåíîãî êëàñó êîðåêòíå.

K

P N R

DM

A

E
A ∩B ∈ K

A ∪B ∈ N

A ∩B ∈ DE ∈ M
A ⊂ B ⇒ B\A ∈M

Ðèñ. À.1. Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êëàñàìè
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Òåîðåìà À.3 (ïðî ïîðîäæåíi êëàñè). Íåõàé

• K � äåÿêèé êëàñ ìíîæèí,

• G � ïîðîäæåíèé íèì êëàñ äåÿêîãî òèïó,

òîäi
K ⊂ G.

Áiëüø òîãî, K = G òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè K ìà¹ çàäàíèé òèï.
ßêùî

K1 ⊂ K2

òà G1, G2 âiäïîâiäíi ïîðîäæåíi êëàñè çàäàíîãî òèïó, òîäi

G1 ⊂ G2.

Âïðàâà À.7. Äîâåñòè òåîðåìó ïðî ïîðîäæåíi êëàñè.

Äëÿ äîâåäåííÿ íèçêè òâåðäæåíü çðó÷íî çàñòîñîâóâàòè ìåòîä
ïiäõîæèõ ìíîæèí, ÿêèé ïîëÿãà¹ ó ðîçãëÿäi êëàñó ìíîæèí, äëÿ ÿêèõ
íåîáõiäíà âëàñòèâiñòü ìà¹ ìiñöå i çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî äîâåäåííÿ, ùî öåé êëàñ
ìíîæèí âêëþ÷à¹ êëàñ ìíîæèí, äëÿ ÿêèõ íåîáõiäíî âñòàíîâèòè òâåðäæåííÿ.
Íåõàé

• E � êëàñ ìíîæèí íà ïðîñòîði E, äëÿ ÿêèõ ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè
âèêîíàííÿ ïåâíî¨ âëàñòèâîñòi,

• C � êëàñ ìíîæèí ïðîñòîðó E, äëÿ ÿêèõ âiäïîâiäíà âëàñòèâiñòü âèêîíàíà,

• K � ïiäêëàñ ìíîæèí ç E , äëÿ ÿêèõ ïåðåâiðêà ïîòðiáíî¨ âëàñòèâîñòi íå ¹
ñêëàäíîþ çàäà÷åþ.

Òîäi âêëþ÷åííÿ E ⊂ C, ìîæíà îòðèìàòè, ÿêùî E � ïîðîäæåíèé êëàñ çàäàíîãî
òèïó äëÿ K i C ìîæå áóòè âiäíåñåíèé äî öüîãî òèïó.

Ïðèêëàä (σ-àëãåáðà íà ïiäïðîñòîði). Íåõàé K � äåÿêèé êëàñ ìíîæèí íà
ïðîñòîði E òà B � äåÿêà ïiäìíîæèíà E. Ïîçíà÷èìî

KB = {A ∩B : A ∈ K}

òà
σB (K) = {A ∩B : A ∈ σ (K)}

i ïîêàæåìî, ùî
σ (KB) = σB (K) .

Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî σB (K) ¹ σ-àëãåáðîþ íà ïðîñòîði B. Äiéñíî,

∀C ∈ σB (K) : C = A ∩B,
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äå A ∈ σ (K), òîäi

B\C = B\ (A ∩B) = Ā ∩B ∈ σB (K)

òà
∀Ci ∈ σB (K) , i ∈ N : ∃Ai ∈ σ (K) : Ci = Ai ∩B,

çâiäêè
∪Ci = (∪Ai) ∩B ∈ σB (K) .

Îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþKB ⊂ σB (K), çà òåîðåìîþ ïðî ïîðîäæåíi êëàñè ìà¹ìî
σ (KB) ⊂ σB (K) i çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî σ (KB) ⊃ σB (K).

Ïîçíà÷èìî

CB = {A ∈ σ (K) : A ∩B ∈ σ (KB)}

i ïîêàæåìî, ùî CB ¹ σ-àëãåáðîþ íà E. Íåõàé A ∈ CB, òîäi A ∈ σ (K) òà
A ∩B ∈ σ (KB), çâiäêè E\A ∈ σ (K) òà

(E\A) ∩B = B\ (A ∩B) ∈ σ (KB) ,

òîáòî E\A ∈ CB.
Íåõàé Ai ∈ CB, i ∈ N, òîäi Ai ∈ σ (K) òà Ai ∩ B ∈ σ (KB), çâiäêè

∪Ai ∈ σ (K) òà
(∪iAi) ∩B = ∪i (Ai ∩B) ∈ σ (KB) ,

òîáòî ∪iAi ∈ CB.
Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî êëàñ ïiäõîæèõ ìíîæèí

CB ⊂ σ (K)

âêëþ÷à¹ óñi ìíîæèíè ç σ (K). Äiéñíî, ∀A ∈ K :

A ∩B ∈ KB ⊂ σ (KB) ,

òîäi A ∈ CB, òîáòî K ⊂ CB. Çâiäêè CB = σ (K), à çíà÷èòü

∀A ∈ σ (K) : A ∩B ∈ σ (KB)

òà σB (K) ⊂ σ (KB).

Çàâäàííÿ 26. Íåõàé K � äåÿêèé êëàñ ìíîæèí íà ïðîñòîði E òà B � äåÿêà
ïiäìíîæèíà E. Ïîçíà÷èìî

KB = {A ∩B : A ∈ K} .

Âèçíà÷èòè äëÿ ÿêèõ òèïiâ êëàñ KB ìà¹ òîé ñàìèé òèï, ùî i K.
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Òåîðåìà À.4 (ïðî π − d ñèñòåìó Äèíêiíà). Íåõàé êëàñ K ¹ π-ñèñòåìîþ,
òîäi

σ (K) = δ (K) .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè σ (K) ¹ σ-àëãåáðîþ, òî σ (K) ¹ òàêîæ d-ñèñòåìîþ, i çà
òåîðåìîþ ïðî ïîðîäæåíi êëàñè

δ (K) ⊂ σ (K) .

Ïîêàæåìî, ùî ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ i â iíøó ñòîðîíó. Äëÿ öüîãî
ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî êëàñ ìíîæèí

DC = {A ∈ δ (K) : A ∩ C ∈ δ (K)} , C ∈ δ (K)

i ïîêàæåìî, ùî öåé êëàñ ¹ d-ñèñòåìîþ. Äiéñíî,

∀C ∈ δ (K) : E ∈ DC ,

îñêiëüêè E ∩ C = C ∈ δ (K). Äëÿ ìíîæèí A ⊂ B ∈ DC ìà¹ìî

(B\A) ∩ C = (B ∩ C) \ (A ∩ C) ∈ δ (K) .

ßêùî Ai ∈ DC , i ∈ N íåñóìiñíi ìíîæèíè, òî

(∨i∈NAi) ∩ C = ∨i∈N (Ai ∩ C) ∈ δ (K) .

Îñêiëüêè êëàñ K ¹ π-ñèñòåìîþ ìà¹ìî, ùî ∀C ∈ K òà ∀A ∈ K ⊂ δ (K):

A ∩ C ∈ K ⊂ δ (K) ,

òîáòî A ∈ DC àáî K ⊂ DC . Çâiäêè çà òåîðåìîþ ïðî ïîðîäæåíi êëàñè

δ (K) ⊂ DC ,∀C ∈ K,

òîäi ∀B ∈ δ (K) òà ∀C ∈ K: B ∩ C ∈ δ (K) àáî

∀C ∈ K : C ∈ DB,∀B ∈ δ (K) .

Îòæå, K ⊂ DB, ∀B ∈ δ (K) i, âðàõîâóþ÷è ùî DB ¹ d-ñèñòåìîþ, ìà¹ìî

δ (K) ⊂ DB,∀B ∈ δ (K) .

Çíà÷èòü,
∀A,B ∈ δ (K) ⊂ DB : A ∩B ∈ δ (K) ,

òîäi çà òåîðåìîþ ïðî çàìêíåíó âiäíîñíî ïåðåòèíó d-ñèñòåìó δ (K) ¹ σ-
àëãåáðîþ i δ (K) ⊃ σ (K).
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Íàñëiäîê À.1 (ïðî ìîíîòîííèé êëàñ). Íåõàé êëàñ P ¹ π-ñèñòåìîþ, à êëàñ
D ¹ d-ñèñòåìîþ, òîäi ç

P ⊂ D
âèïëèâà¹, ùî

σ (P) ⊂ D.

Óìîâó íà êëàñ D ìîæíà ïîñëàáèòè, âèìàãàþ÷è ùîá âií áóâ ëèøå
ìîíîòîííèì êëàñîì. Öå ïîñëàáëåííÿ ìîæëèâå çà ðàõóíîê ïîñèëåííÿ óìîâè,
ùî P ¹ àëãåáðîþ, à íå ïðîñòî π-ñèñòåìîþ.

Çàâäàííÿ 27. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî êëàñ A ¹ àëãåáðîþ, òîäi µ (A) = σ (A).

Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ ïî÷àòêîâèé êëàñ ìîæå íå çàäîâîëüíÿòè óìîâè
àëãåáðè. Íàïðèêëàä, ÿêùî ðîçãëÿíóòè êëàñ çàìêíåíèõ ìíîæèí, òî âií
çàìêíåíèé âiäíîñíî ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ïåðåòèíiâ i îá'¹äíàíü. Ïðîòå
äîïîâíåííÿ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè íå îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ áóòè çàìêíåíîþ. Ïðè
öüîìó ìîæíà çàñòîñóâàòè, ùî öå äîïîâíåííÿ çàâæäè ìîæíà ðîçãëÿíóòè ÿê
ãðàíèöþ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi çàìêíåíèõ ìíîæèí.

Ïðèêëàä (àëüòåðíàòèâíèé âàðiàíò íàñëiäêó ïðî ìîíîòîííèé êëàñ). Íåõàé
êëàñK òàêèé, ùî ∀A,B ∈ K ìíîæèíè Ā òà A∩B ìiñòÿòüñÿ â µ(K). Ïîêàæåìî,
ùî òîäi

σ(K) = µ(K).

Çà âëàñòèâîñòÿìè σ-àëãåáðè áåçïîñåðåäíüî îòðèìà¹ìî âêëþ÷åííÿ

µ(K) ⊂ σ(K).

Äëÿ äîâåäåííÿ çâîðîòíîãî âêëþ÷åííÿ ïîêàæåìî, ùî µ (K) ¹ àëãåáðîþ. Äëÿ
ïåðåâiðêè óìîâ àëãåáðè âèêîðèñòîâó¹ìî ìåòîä ïiäõîæèõ ìíîæèí. Íåõàé

C =
{
A ∈ µ (K) : Ā ∈ µ (K)

}
.

Çà óìîâîþ K ⊂ C. Ïîêàæåìî, ùî C � ìîíîòîííèé êëàñ. Íåõàé An ∈ C, n ∈ N,
òà An ↑ A, òîäi çà îçíà÷åííÿì ìîíîòîííîãî êëàñó A ∈ µ (K) i Ā =

⋂
n Ān.

Ïðè ÷îìó çà îçíà÷åííÿì êëàñó C ìà¹ìî Ān ∈ C, n ∈ N. Îñêiëüêè Ān ↓ Ā,
îòðèìà¹ìî Ā ∈ µ (K), à çíà÷èòü A ∈ C. Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî ÿêùî
An ∈ C, n ∈ N, òà An ↓ A, òî A ∈ C. Îòæå, çà òåîðåìîþ ïðî ïîðîäæåíi êëàñè
C = µ(K) i ìà¹ìî çàìêíåíiñòü µ (C) âiäíîñíî äîïîâíåííÿ.

Çàôiêñó¹ìî òåïåð B ∈ µ(K) i âèçíà÷èìî

CB = {A ∈ µ (K) : A ∩B ∈ µ (K)} .

Çà óìîâîþ K ⊂ CB. Ïîêàæåìî, ùî CB � ìîíîòîííèé êëàñ. Íåõàé An ∈ CB,
n ∈ N, òà An ↑ A. Îñêiëüêè A ∩ B = ∪n∈N (An ∩B) òà An ∩ B ↑ A ∩ B,
ìà¹ìî A ∩ B ∈ µ (K) òà A ∈ CB. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî An ∈ CB, n ∈ N, òà
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An ↓ A, òî A ∈ CB, òîìó çà òåîðåìîþ ïðî ïîðîäæåíi êëàñè CB = µ(K). Îòæå,
A ∩ B ∈ µ(C) äëÿ âñiõ A ∈ µ(K) i B ∈ K. Çâiäêè, K ⊆ CA äëÿ áóäü-ÿêîãî
A ∈ µ(K). À çíà÷èòü, CA = µ(K) òà

∀A,B ∈ µ(K) : A ∩B ∈ µ (K).

Çàìêíåíiñòü âiäíîñíî äîïîâíåííÿ òà ïîïàðíèõ ïåðåòèíiâ âêàçó¹, ùî µ (K) �
àëãåáðà. Òîäi µ (K) = µ (µ (K)) � σ-àëãåáðà, ÿê ìîíîòîííèé êëàñ ïîðîäæåíèé
àëãåáðîþ, à öå äà¹ ùî σ(K) ⊂ µ(K).

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé E � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Ïîêàçàòè, ùî êëàñ ìíîæèí
A òàêèõ, ùî àáî A, àáî Ā ¹ ñêií÷åííîþ óòâîðþþòü àëãåáðó. ßêùî E
íåñêií÷åíà, òî öåé êëàñ íå ¹ σ-àëãåáðîþ.

2. Íåõàé A � äåÿêà àëãåáðà i C ⊂ Ω, C /∈ A. Ïîêàçàòè, ùî ∀D ∈
σ (A ∪ C) : ∃A,B ∈ A: D = (A ∩ C) ∪

(
B ∩ C̄

)
.

3. Íåõàé êëàñ ìíîæèí A óòâîðþ¹ àëãåáðó. Ïîêàçàòè, ùî êëàñ M̃ ìíîæèí
B ∈ µ (A) : B̄ ∈ µ (A) óòâîðþ¹ ìîíîòîííèé êëàñ.

4. Íåõàé êëàñ ìíîæèí A óòâîðþ¹ àëãåáðó. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç MA êëàñ
ìíîæèí B ∈ µ (A) : A ∩ B ∈ µ (A), äå A ∈ µ (A). Ïîêàçàòè, ùî MA

óòâîðþ¹ ìîíîòîííèé êëàñ, òà âiäïîâiäíî ùîMA = µ (A).

5. Íåõàé N � íàïiâêiëüöå. Ïîêàçàòè, ùî çëi÷åííå (ñêií÷åííå) îá'¹äíàííÿ
ìíîæèí ç N ìîæíà ïîäàòè ÿê çëi÷åííå (ñêií÷åííå) îá'¹äíàííÿ
íåñóìiñíèõ ìíîæèí ç N .

À.2.Âèìiðíi ïðîñòîðè

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé

• E � äåÿêà ìíîæèíà,

• E � σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí E,

òîäi ïàðó {E, E} íàçèâàþòü âèìiðíèì ïðîñòîðîì, à ìíîæèíè ç E âèìiðíèìè.

ßêùî ìíîæèíà E çëi÷åííà, òî ïðèðîäíî ÿê σ-àëãåáðó óçÿòè ìíîæèíó
óñiõ ïiäìíîæèí. Ïðîòå ÿêùî ìíîæèíà E íåçëi÷åííà, òî ìîæå âèÿâèòèñü,
ùî L (E) ¹ çàíàäòî �øèðîêèé� êëàñ. Â öüîìó âèïàäêó îáèðàþòü �çðó÷íèé�
ïîðîäæóâàëüíèé êëàñ ïiäìíîæèí i ÿê ìíîæèíó âèìiðíèõ ìíîæèí áåðóòü
íàéìåíøó σ-àëãåáðó äëÿ öüîãî êëàñó. Îäíèì ç âàæëèâèõ âàðiàíòiâ âèçíà÷èòè
ïîðîäæóâàëüíèé êëàñ � çàñòîñóâàòè òîïîëîãiþ.
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Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé I � äåÿêà ìíîæèíà iíäåêñiâ (íåîáîâ'ÿçêîâî çëi÷åííà).
Íåïîðîæíié êëàñ ìíîæèí T ⊂ L (E) íàçèâàþòü òîïîëîãi¹þ, ÿêùî

• ∅, E ∈ T ,

• ∀G1, G2 ∈ T : G1 ∩G2 ∈ T ,

• ∀Gi ∈ T , i ∈ I : ∪i∈IGi ∈ T .

Ïàðó {E, T } íàçèâàþòü òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì. Ìíîæèíè ç T íàçèâàþòü
âiäêðèòèìè, à äîïîâíåííÿ äî íèõ � çàìêíåíèìè.

Âïðàâà À.8. Íåõàé E = {1, 2, 3, 4, 5}, ïîêàçàòè ùî

T = {E, ∅, {1} , {3, 4} , {1, 3, 4} , {2, 3, 4, 5}}

¹ òîïîëîãi¹þ. Çíàéòè óñi çàìêíåíi ìíîæèíè íà öüîìó ïðîñòîði òà óñi ìíîæèíè,
ÿêi ¹ çàìêíåíèìè òà âiäêðèòèìè îäíî÷àñíî.

Âïðàâà À.9. Íåõàé {E, T } � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, A ⊂ E. Ïîêàçàòè, ùî
êëàñ

TA = {G ∩ A,G ∈ T }
¹ òîïîëîãi¹þ íà A. Òàê âèçíà÷åíó òîïîëîãiþ íàçèâàþòü âiäíîñíîþ.

Âïðàâà À.10. Íåõàé {E, T } � äåÿêèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Âèçíà÷èìî
âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè A ÿê

int (A) = ∪G∈T ,G⊂AG,

çàìèêàííÿ öi¹¨ ìíîæèíè ÿê

cl (A) = ∩G∈T ,A⊂ḠḠ,

òà ãðàíèöþ ÿê
∂A = cl (A) \int (A) .

Ïîêàçàòè, ùî
∂A = cl (A) ∩ cl

(
Ā
)

òà
E\∂A = int (A) ∪ int

(
Ā
)
.

Àíàëîãîì ïîðîäæóâàëüíîãî êëàñó äëÿ âèìiðíèõ ìíîæèí ñëóãó¹ áàçà.
Òîáòî, äëÿ òîãî ùîá çàäàòè òîïîëîãiþ, äîñòàòíüî çàäàòè áàçó. Êîæíà áàçà
âèçíà÷à¹ îäíîçíà÷íî òîïîëîãiþ, ïðîòå òîïîëîãiÿ ìîæå ìàòè ðiçíi áàçè.

Âèçíà÷åííÿ. Êëàñ ìíîæèí B íàçèâàþòü áàçîþ òîïîëîãi¨ T , ÿêùî

∀G ∈ T : ∃Ui ∈ B, i ∈ I : G = ∪i∈IUi.
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Ïðèêëàä (äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ). Íåõàé E � äåÿêèé ïðîñòið i ðîçãëÿíåìî
êëàñ ìíîæèí T = L (E). Áåçïîñåðåäíüî çà îçíà÷åííÿì öåé êëàñ âèçíà÷à¹
òîïîëîãiþ, ÿêó íàçèâàþòü äèñêðåòíîþ. Òîáòî äëÿ ïðîñòîðó {E, T } áóäü-ÿêà
ïiäìíîæèíà ìíîæèíè E ¹ âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ îäíî÷àñíî.

Ïîêàæåìî, ùî áàçîþ öi¹¨ òîïîëîãi¨ ¹ êëàñ óñiõ îäíîòî÷êîâèõ ìíîæèí ç
E. Äiéñíî, ∀G ∈ T : G = ∪x∈G {x}.

Ïðèêëàä (åâêëiäîâà òîïîëîãiÿ íà R). Âèçíà÷èìî íà R êëàñ ìíîæèí

T = {G ⊂ R : ∀x ∈ G : ∃a < b : x ∈ (a, b) ⊂ G} .

Ïîêàæåìî, ùî öåé êëàñ ¹ òîïîëîãi¹þ.
Çà îçíà÷åííÿì ∅ ∈ T òà ∀x ∈ R : x ∈ (x− 1, x+ 1) ⊂ R, òîáòî òàêîæ

R ∈ T . Íåõàé A1, A2 ∈ T , òîäi

∀x ∈ A1 ∩ A2 : ∃a < b : x ∈ (a, b) ⊂ A1 ∩ A2,

òîáòî A1 ∩ A2 ∈ T . ßêùî Ai ∈ T , i ∈ I, òî

∀x ∈ ∪i∈IAi : ∃k ∈ I : x ∈ Ak,

òîäi
∃a < b : x ∈ (a, b) ⊂ Ak ⊂ ∪i∈IAi.

Îòæå, T � òîïîëîãiÿ. Öþ òîïîëîãiþ íàçèâàþòü åâêëiäîâîþ i ñàìå ¨¨
ðîçãëÿäàþòü íà R çà çàìîâ÷åííÿì.

ßêùî G ∈ T , òî ∀x ∈ G ∃ax < bx : x ∈ (ax, bx) ⊂ G, çâiäêè

G ⊂ ∪x∈G (ax, bx) .

ßêùî y ∈ ∪x∈G (ax, bx), òîäi ∃z ∈ G : y ∈ (az, bz) ⊂ G. Îòæå,

G = ∪x∈G (ax, bx) .

À çíà÷èòü, êëàñ ìíîæèí

B = {(a, b) , a, b ∈ R, a ≤ b}

¹ áàçîþ åâêëiäîâî¨ òîïîëîãi¨.

Ââåäåííÿ íà ïðîñòîði òîïîëîãi¨ äîçâîëÿ¹ îïåðóâàòè òàêèìè ïîíÿòòÿìè
ÿê ñåïàðàáåëüíiñòü, êîìïàêòíiñòü, çáiæíiñòü òà íåïåðåðâíiñòü.

Âèçíà÷åííÿ. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið {E, T } íàçèâàþòü ñåïàðàáåëüíèì, ÿêùî
iñíó¹ çëi÷åííà ìíîæèíà E0 ⊂ E, òàêà ùî cl (E0) = E.

ßêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ìà¹ çëi÷åííó áàçó, òî âií ¹ ñåïàðàáåëüíèé i ç áóäü-
ÿêîãî âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå àáî çëi÷åííå
ïiäïîêðèòòÿ.
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Âïðàâà À.11. Ïîêàçàòè, ùî ïðîñòið R ç åâêëiäîâîþ òîïîëîãi¹þ òà çëi÷åííèé
ïðîñòið ç äèñêðåòíîþ òîïîëîãi¹þ ñåïàðàáåëüíi.

Ïðèêëàä (çâ'ÿçíiñòü åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó). Ïîêàæåìî, ùî ïðîñòið R ç
åâêëiäîâîþ òîïîëîãi¹þ ¹ çâ'ÿçíèé, òîáòî ïîðîæíÿ ìíîæèíà òà âåñü ïðîñòið �
¹äèíi ìíîæèíè, ÿêi ¹ çàìêíåíèìè òà âiäêðèòèìè îäíî÷àñíî.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ îäíî÷àñíî,
ïðîòå A 6= R òà A 6= ∅. Òîäi iñíóþòü òî÷êè x ∈ A òà y ∈ Ā, i áåç âòðàòè
çàãàëüíîñòi ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî x < y. Âèçíà÷èìî ìíîæèíó

B = A ∩ [x, y]

òà ñóïðåìóì ïî öié ìíîæèíi

β = sup {b, b ∈ B} ,

ÿêèé iñíó¹ âíàñëiäîê îáìåæåíîñòi B çâåðõó. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî β /∈ B,
òîáòî β ∈ B̄, òî

∃a < b : β ∈ (a, b) ⊂ B̄

(B̄ ¹ âiäêðèòîþ, ÿê äîïîâíåííÿ äî ïåðåòèíó äâîõ çàìêíåíèõ). Âðàõîâóþ÷è,
ùî a < β, à β � ñóïðåìóì, ðîáèìî âèñíîâîê ïðî iñíóâàííÿ α ∈ B : a < α < β,
ùî ñóïåðå÷èòü âêëþ÷åííþ (a, b) ∈ B̄. Îòæå, β ∈ B.

Ç ïðèíàëåæíîñòi β ∈ B ìà¹ìî, ùî β ≤ y, i îñêiëüêè y /∈ B, β < y.
Âèõîäÿ÷è ç òîãî, ùî A âiäêðèòà, òà β ∈ A, âèâîäèìî iñíóâàííÿ

c < d : β ∈ (c, d) ⊂ A.

Ç íåðiâíîñòåé β < y òà β < d âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òî÷êè γ ∈ A : β < γ < d∧y,
à çíà÷èòü,

γ ∈ A ∩ [β, y] ⊂ B.

Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü òîìó, ùî β � ñóïðåìóì ïî B. Îòæå, A = R àáî ∅.

Âèçíà÷åííÿ. Ìíîæèíó A ⊂ E íàçèâàþòü êîìïàêòíîþ, ÿêùî ç áóäü-ÿêîãî
âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ ìíîæèíè ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä (êîìïàêòíiñòü [0, 1]). Ïîêàæåìî, ùî âiäðiçîê [0, 1] ¹ êîìïàêòíèì.
Íåõàé {Gi, i ∈ I} � äåÿêå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ äëÿ [0, 1], òîäi

∀x ∈ [0, 1]∃ix ∈ I : x ∈ Gix.

Îñêiëüêè Gix ∈ T ,
∃ax < bx : x ∈ (ax, bx) ⊂ Gix.

Âèçíà÷èìî U ÿê ìíîæèíó òî÷îê y ç [0, 1] òàêèõ, ùî iñíó¹ ñêií÷åííà êiëüêiñòü
òî÷îê x1, . . . , xn ∈ [0, 1] i [0, y] ⊂ ∪ni=1 (axi, bxi). Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ U òà
y ∈ (ax, bx) ìà¹ìî [x ∧ y, x ∨ y] ⊂ (ax, bx), òîäi

[0, y] ⊂ ∪ni=1 (axi, bxi) ∪ (ax, bx) ,
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à çíà÷èòü, y ∈ U . Çâiäêè ∀x ∈ [0, 1] : (ax, bx) ∩ U = (ax, bx) àáî ∅, òîáòî

U = ∪x∈U (ax, bx) ∩ [0, 1]

òà
[0, 1] \U = ∪x∈[0,1]\U (ax, bx) ∩ [0, 1] .

Îòæå, U ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â
{

[0, 1] , T[0,1]

}
, i

çíà÷èòü U = [0, 1] àáî ∅. Ïðîòå 0 ∈ U , çâiäêè U = [0, 1] òà

[0, 1] ⊂ ∪ni=1 (axi, bxi) ⊂ ∪nk=1Gixk
.

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé íà ìíîæèíi iíäåêñiâ I çàäàíå ÷àñòêîâå âïîðÿäêóâàííÿ
� òà ∀i, j ∈ I ∃k � i, j. Ñiòêîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði {E, T } íàçèâàþòü
äåÿêó ôóíêöiþ x : I → E i äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷àþòü ÿê {xi}i∈I , äå xi = x (i).

Âiäìiòèìî, ùî ó âèïàäêó I = N ç ÷àñòêîâèì âïîðÿäêóâàííÿì ≥, ñiòêó
íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòþ.

Âèçíà÷åííÿ. Ãîâîðÿòü, ùî ñiòêà {xi}i∈I çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè x ∈ E, ÿêùî
äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè Gx, ùî ìiñòèòü òî÷êó x,

∃i0 ∈ I : ∀i � i0 : xi ∈ Gx.

Çàâäàííÿ 28. 1. Ïîêàçàòè, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið {E, T }
êîìïàêòíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà ñiòêà {xi}i∈I ìà¹
õî÷à á îäíó òî÷êó x: x ∈ cl

(
{xi}i∈I \ {x}

)
.

2. Ïîêàçàòè, ùî

cl (A) =
{
x ∈ E : iñíó¹ ñiòêà {xi}i∈I åëåìåíòiâ ç A : {xi}i∈I → x

}
.

Ïîíÿòòÿ ãðàíèöi êîðèñíå â ïåðøó ÷åðãó çà óìîâè îäíîçíà÷íîñòi, ÿêà
òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç �âiäîêðåìëåíiñòþ� òî÷îê ïðîñòîðó.

Âïðàâà À.12. Íåõàé ìà¹ìî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið {E, T }, äå T = {∅, E}.
Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü öüîãî ïðîñòîðó ¹ çáiæíîþ äî áóäü-ÿêî¨
òî÷êè öüîãî æ ïðîñòîðó.

Âèçíà÷åííÿ. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið {E, T } íàçèâàþòü ïðîñòîðîì
Õàóñäîðôà, ÿêùî

∀x 6= y ∈ E : ∃Gx, Gy ∈ T : x ∈ Gx, y ∈ Gy, Gx ∩Gy = ∅.

Âïðàâà À.13. Ïîêàçàòè, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið {E, T } ¹ ïðîñòîðîì
Õàóñäîðôà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áóäü-ÿêà çáiæíà ñiòêà ìà¹ ðiâíî îäíó
ãðàíèöþ.
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Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé {E1, T1}, {E2, T2} � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ
f : E1 → E2 íàçèâàþòü íåïåðåðâíèì, ÿêùî

∀G ∈ T2 : f−1 (G) ∈ T1.

Âïðàâà À.14. Íåõàé B � áàçà T2. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f : E1 → E2

¹ íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

f−1 (U) ∈ T1,∀U ∈ B.

Ïðèêëàä (íåïåðåðâíiñòü íà R). Íåõàé E1 = E2 = R òà T1 = T2 = T �
åâêëiäîâà òîïîëîãiÿ. Ïîêàæåìî, ùî f : R → R ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âèêîíàíà òàêà óìîâà

∀x ∈ R,∀ε > 0,∃δ > 0 : ∀y ∈ (x− δ, x+ δ) : f (y) ∈ (f (x)− ε, f (x) + ε) .

Ïîêàæåìî äîñòàòíiñòü óìîâè. Âiçüìåìî äîâiëüíó âiäêðèòó ìíîæèíó
G ∈ T , ÿêùî f−1 (G) = ∅, òî f−1 (G) ∈ T . ßêùî f−1 (G) 6= ∅, òî iñíó¹
x ∈ R: x ∈ f−1 (G), ïðè÷îìó f (x) ∈ G. Îñêiëüêè òîïîëîãiÿ T åâêëiäîâà,

∃a < b : f (x) ∈ (a, b) ⊂ G.

Âèçíà÷èìî
ε = (b− f (x)) ∧ (f (x)− a) ,

òîäi
Gf(x) = (f (x)− ε, f (x) + ε) ⊂ G.

Çà óìîâîþ

∃δ > 0 : ∀y ∈ Ox = (x− δ, x+ δ) ∈ T , f (y) ∈ Gf(x) ⊂ G.

Çíà÷èòü Ox ⊂ f−1 (G) òà

f−1 (G) = ∪x∈f−1(G)Ox ∈ T .

Ïîêàæåìî íåîáõiäíiñòü óìîâè. Íåõàé x ∈ R òà ε > 0, ïîçíà÷èìî

Gf(x) = (f (x)− ε, f (x) + ε) .

Âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi Ox = f−1
(
Gf(x)

)
∈ T , çâiäêè

∃a < b : x ∈ (a, b) ⊂ Ox.

Âèçíà÷èìî δ = (b− x) ∧ (x− a), òîäi (x− δ, x+ δ) ⊂ Ox, à çíà÷èòü,

∀y ∈ (x− δ, x+ δ) : f (y) ∈ f (Ox) ⊂ (f (x)− ε, f (x) + ε) .
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Âïðàâà À.15. Íåõàé {E1, T1}, {E2, T2} � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Ïîêàçàòè,
ùî âiäîáðàæåííÿ f : E1 → E2 íåïåðåðâíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ∀x ∈ E òà
ñiòêè {xi}i∈I çáiæíî¨ äî x ñiòêà {f (xi)}i∈I çáiæíà äî f (x).

Âïðàâà À.16. Íåõàé {E1, T1}, {E2, T2} � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Ïîêàçàòè, ùî
ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f : E1 → E2 íåïåðåðâíå òà ñþð'¹êòèâíå, ìíîæèíà A ⊂ E
êîìïàêòíà, òî f (A) òàêîæ êîìïàêòíà.

Çàâäàííÿ 29. Íåõàé ìà¹ìî äåÿêèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið {E, T }, ââåäåìî
äîäàòêîâó íîâó òî÷êó {∞} òà ïîçíà÷èìî Ec = E ∪ {∞} i

T c = T ∪
{
{∞} ∪ K̄,K − çàìêíåíèé êîìïàêò ç E

}
.

1. Ïîêàçàòè, ùî {Ec, T c} ¹ êîìïàêòíèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì, ÿêèé
íàçèâàþòü îäíîòî÷êîâèì êîìïàêòíèì ðîçøèðåííÿì.

2. Ïîêàçàòè, ùî {Ec, T c} ¹ ïðîñòîðîì Õàóñäîðôà òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè E ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì (äëÿ âñiõ òî÷îê ïðîñòîðó iñíó¹ îêië ç
êîìïàêòíèì çàìèêàííÿì) ïðîñòîðîì Õàóñäîðôà.

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé {E1, T1}, {E2, T2} � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Ái¹êòèâíå
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : E1 → E2 íàçèâàþòü ãîìåîìîðôiçìîì, ÿêùî
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ f−1 òàêîæ ¹ íåïåðåðâíèì.

ßêùî äëÿ äâîõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ âèçíà÷åíèé äåÿêèé
ãîìåîìîðôiçì, òî ïðîñòîðè íàçèâàþòü ãîìåîìîðôíèìè. Âëàñòèâîñòi
ñôîðìóëüîâàíi â òåðìiíàõ âiäêðèòèõ ìíîæèí îäíî÷àñíî ìàþòü (àáî
îäíî÷àñíî íå ìàþòü) ìiñöå äëÿ ãîìåîìîðôíèõ ïðîñòîðiâ.

Âïðàâà À.17. Ïîêàçàòè, ùî ïðîñòîðè (−1, 1) òà R ç åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ
ãîìåîìîðôíi.

Âàæëèâèì ðiçíîâèäîì òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ ïðîñòîðè ïîðîäæåíi
äåÿêîþ ìåòðèêîþ.

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé ìà¹ìî äåÿêèé íåïîðîæíié ïðîñòið E. Âiäîáðàæåííÿ d :
E × E → R+ íàçèâàþòü ìåòðèêîþ, ÿêùî:

• d (x, y) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x = y;

• d (x, y) = d (y, x);

• d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y).

ßêùî íà E çàäàíà ìåòðèêà d, òî êëàñ âiäêðèòèõ êóëü
{Br (x) : x ∈ E, r > 0}, äå

Br (x) = {y ∈ E : d (x, y) < r} ,

¹ áàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ Td, ÿêó íàçèâàþòü ïîðîäæåíîþ.
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Âïðàâà À.18. Ïîêàçàòè, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið {E, Td} ¹ ïðîñòîðîì
Õàóñäîðôà.

Çàâäàííÿ 30. Ïîêàçàòè, ùî äâi ìåòðèêè d1 òà d2 íà E ¹ åêâiâàëåíòíèìè
(òîïîëîãi÷íî), òîáòî ïîðîäæóþòü îäíàêîâi òîïîëîãi¨ íà E, òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè

∀x ∈ E,∀ε > 0 : ∃δ > 0 : ∀y ∈ E : d1 (x, y) < δ ⇒ d2 (x, y) < ε

òà
∀x ∈ E,∀ε > 0 : ∃δ > 0 : ∀y ∈ E : d2 (x, y) < δ ⇒ d1 (x, y) < ε.

ßêùî äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó {E, T } êëàñ óñiõ âiäêðèòèõ êóëü
âiäíîñíî äåÿêî¨ ìåòðèêè ¹ áàçîþ òîïîëîãi¨ T , òî ãîâîðÿòü, ùî òàêà òîïîëîãiÿ
ìåòðèçîâíà.

Ïðèêëàä (ìåòðèçîâíiñòü äèñêðåòíî¨ òà åâêëiäîâî¨ òîïîëîãié). Íà äîâiëüíîìó
ïðîñòîði E çàäàìî ìåòðèêó

d (x, y) =

{
1, x 6= y,

0, x = y,

ÿêó íàçèâàþòü äèñêðåòíîþ, òîäi âiäêðèòi êóëi ìàòèìóòü âèãëÿä

Br (x) =

{
{x} , r ≤ 1,

E, r > 1.

Òîáòî, êëàñ âiäêðèòèõ êóëü çáiãà¹òüñÿ ç áàçîþ äèñêðåòíî¨ òîïîëîãi¨, à çíà÷èòü
öÿ òîïîëîãiÿ ìåòðèçîâíà.

Ðîçãëÿíåìî íà R ìåòðèêó

d (x, y) = |x− y|.

Îñêiëüêè êëàñ âiäêðèòèõ iíòåðâàëiâ (a, b) = B b−a
2

(
a+b

2

)
¹ áàçîþ åâêëiäîâî¨

òîïîëîãi¨, îòðèìà¹ìî, ùî öÿ òîïîëîãiÿ òàêîæ ìåòðèçîâíà.

Âèçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü {xn, n ∈ N} íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíîþ
(ïîñëiäîâíiñòþ Êîøi), ÿêùî

d (xn, xm)→ 0, n,m→∞.

Ìåòðè÷íèé ïðîñòið íàçèâàþòü ïîâíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíäàìåíòàëüíî¨
ïîñëiäîâíîñòi {xn, n ∈ N} iñíó¹ x ∈ E:

d (xn, x)→ 0, n→∞.

249



Çàâäàííÿ 31. Ïîêàçàòè, ùî ïðîñòið {E, Td} ¹ êîìïàêòíèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âií ¹ ïîâíèì òà öiëêîì îáìåæåíèì (äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹
ñêií÷åííà ìíîæèíà A ⊂ E, ùî ∀x ∈ E ∃y ∈ A : d (x, y) < ε).

Âèçíà÷åííÿ. ßêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið {E, T } ¹ ñåïàðàáåëüíèé, ìà¹
ìåòðèçîâíó òîïîëîãiþ, i âiäíîñíî âiäïîâiäíî¨ ìåòðèêè öåé ïðîñòið ïîâíèé,
òî ïðîñòið íàçèâàþòü ïîëüñüêèì.

Ïðèêëàä (÷èñëîâi ïîëüñüêi ïðîñòîðè). Íàéïðîñòiøèìè ïðèêëàäàìè
ïîëüñüêèõ ïðîñòîðiâ ¹ çëi÷åííi ïðîñòîðè ç äèñêðåòíîþ òîïîëîãi¹þ, çîêðåìà
ïðîñòîðè {N,L (N)} òà {Z,L (Z)}. Äiéñíî, çëi÷åííiñòü ïðîñòîðiâ ãàðàíòó¹
ñåïàðàáåëüíiñòü. Áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü Êîøi â öèõ ïðîñòîðàõ âiäíîñíî
äèñêðåòíî¨ ìåòðèêè ¹ îáîâ'ÿçêîâî ñòàëîþ, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà, à
çíà÷èòü çáiæíîþ äî åëåìåíòó ç ïðîñòîðó, ùî äîâîäèòü ïîâíîòó.

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið äiéñíèõ ÷èñåë ç åâêëiäîâîþ òîïîëîãi¹þ {R, T },
ÿê áóëî çàçíà÷åíî ðàíiøå öÿ òîïîëîãiÿ ìåòðèçîâíà iç çâè÷àéíîþ âiäñòàííþ
d(x, y) = |x − y|. Çà êðèòåði¹ì Êîøi ìà¹ìî ïîâíîòó, êðiì òîãî Q
âèçíà÷à¹ çëi÷åííó óñþäè ùiëüíó ïiäìíîæèíó. Îòæå, ïðîñòið äiéñíèõ ÷èñåë
çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ òàêîæ ¹ ïîëüñüêèì.

Òâåðäæåííÿ À.1 (Ïðî ïiäïðîñòið ïîëüñüêîãî ïðîñòîðó). Áóäü-ÿêà
çàìêíåíà ïiäìíîæèíà ïîëüñüêîãî ïðîñòîðó ¹ ïîëüñüêèì ïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {E, T } � äåÿêèé ïîëüñüêèé ïðîñòið òà F ⊂ E çàìêíåíà
ìíîæèíà. Ïîêàæåìî, ùî ïðîñòið {F, TF} ¹ ïîëüñüêèì.

Ïî-ïåðøå, äîâåäåìî ùî âiäíîñíà òîïîëîãiÿ ìåòðèçîâíà. Íåõàé d (x, y)
� ïîâíà ìåòðèêà íà E òàêà, ùî êëàñ âiäêðèòèõ êóëü B ¹ áàçîþ òîïîëîãi¨
T . Òîäi d ¹ òàêîæ ìåòðèêîþ íà F òà åëåìåíòè êëàñó âiäêðèòèõ êóëü íà F
ìîæíà ïîäàòè ÿê B ∩ F , äå B ∈ B, òîáòî öåé êëàñ ¹ áàçîþ òîïîëîãi¨ TF .
Áiëüø òîãî, äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü Êîøi ç F ⊂ E ¹ çáiæíîþ i, îñêiëüêè F
çàìêíåíà, ãðàíèöÿ íàëåæèòü F .

Ïî-äðóãå, âñòàíîâèìî ñåïàðàáåëüíiñòü ïiäïðîñòîðó. Íåõàé D çëi÷åííà
óñþäè ùiëüíà â E ìíîæèíà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Dn ìíîæèíó óñiõ òî÷îê ç D,
ÿêi çíàõîäÿòüñÿ âiä òî÷îê ç F íà âiäñòàíi ìåíøié çà 1/n. Âíàñëiäîê ùiëüíîñòi
Dn íåïîðîæíÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N. Äëÿ óñiõ òî÷îê x ç Dn âèáåðåìî ïî
îäíié òî÷öi y ç F (ìîæëèâî y = x): d (x, y) < 1/n i ïîçíà÷èìî îòðèìàíó
ìíîæèíó ÷åðåç Dn

F . Âèçíà÷èìî ìíîæèíó DF ÿê ∪Dn
F . Çà ïîáóäîâîþ öÿ

ìíîæèíà çëi÷åííà i óñþäè ùiëüíà â F .

Çà âñòàíîâëåíèì òâåðäæåííÿì âiäðiçîê [0, 1] çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ ¹
ùå îäíèì ïðèêëàäîì ïîëüñüêîãî ïðîñòîðó. Äëÿ ôîðìóâàííÿ áiëüø ñêëàäíèõ
ïðèêëàäiâ âàæëèâå çíà÷åííÿ ìà¹ òâåðäæåííÿ, ùî äåêàðòiâ äîáóòîê ïîëüñüêèõ
ïðîñòîðiâ ¹ ïîëüñüêèì30.

30Äèâ., íàïðèêëàä, Proposition 18.2. â Fristedt B.E., Gray L.F. A Modern Approach to Probability Theory.
N.Y.: Springer, 1997.

250



Ïðèêëàä (ïðîäàêò òîïîëîãiÿ). Íåõàé {E1, T1} òà {E2, T2} � äâà òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè, ïîçíà÷èìî

E1 × E2 = {(x, y) : x ∈ E1, y ∈ E2}

òà ðîçãëÿíåìî êëàñ ìíîæèí

B = {G1 ×G2 : G1 ∈ T1, G2 ∈ T2} .

Ïîêàæåìî, ùî öåé êëàñ íå ¹ òîïîëîãi¹þ, ïðîòå ¹ áàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨.
Ïðèïóñòèìî, ùî {Ei, Ti} � ïðîñòîðè ç åâêëiäîâîþ òîïîëîãi¹þ íà R i

ðîçãëÿíåìî äâi ìíîæèíè (−1, 1) × (−1, 1) òà (3, 4) × (3, 4) ç êëàñó B. ßêùî
ìîæíà áóëî á ïîäàòè

A = (−1, 1)× (−1, 1) ∪ (3, 4)× (3, 4)

ÿê G1 × G2 : Gi ∈ Ti, òî ìàëî á áóòè, ùî (−1, 1) ⊂ G1 òà (3, 4) ⊂ G2, ïðîòå
òî÷êà (0, 3.5) ∈ G1 ×G2 àëå (0, 3.5) 6∈ A.

Ïîêàæåìî, ùî B ¹ áàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨. Ðîçãëÿíåìî êëàñ ìíîæèí
T = {∪i∈IBi, Bi ∈ B}. Çà ïîáóäîâîþ ∅, E1 × E2 ∈ T òà ∀Ok ∈ T , k ∈ K :

∪k∈KOk = ∪k∈K ∪i∈Ik Bi = ∪i∈∪IkBi ∈ T .

Îñêiëüêè ∀G1, G3 ∈ T1 òà G2, G4 ∈ T2 ìà¹ìî, ùî

(G1 ×G2) ∩ (G3 ×G4) = (G1 ∩G3)× (G2 ∩G4) ,

à çíà÷èòü,
∀B1, B2 ∈ B : B1 ∩B2 ∈ B.

Çâiäêè ∀O1, O2 ∈ T :

O1 ∩O2 = (∪Bi) ∩ (∪Bj) = ∪i,j (Bi ∩Bj) ∈ T .

Îòæå, T ¹ òîïîëîãi¹þ, ÿêó ïîçíà÷àþòü ÿê T1 ⊗ T2.
Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ πi : E1 × E2 → Ei, i = 1, 2, âèçíà÷åíi ÿê

πi (x1, x2) = xi.

Îñêiëüêè π−1
1 (G1) = G1 × E2 òà π−1

2 (G2) = E1 × G2, ìà¹ìî ùî πi, i = 1, 2,
¹ íåïåðåðâíèìè. Âiäìiòèìî, ùî T1 ⊗ T2 ¹ ìiíiìàëüíîþ òîïîëîãi¹þ, âiäíîñíî
ÿêî¨ π1 òà π2 ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì31.

Âïðàâà À.19. Íåõàé
{
xi =

(
x1
i , x

2
i

)}
i∈I � äåÿêà ñiòêà â {E1 × E2, T1 ⊗ T2}.

Ïîêàçàòè, ùî
{xi}i∈I → x =

(
x1, x2

)
∈ E1 × E2

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
{
x1
i

}
→ x1 â {E1, T1} òà

{
x2
i

}
→ x2 â {E2, T2}.

31Äèâ., íàïðèêëàä, Section 2.2. â Dudley R.M. Real Analysis and Probability. N.Y.: Cambridge University
Press, 2004.
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Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé {Ei, Ti}ni=1 � ñiì'ÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, òîïîëîãiþ íà
E1 × . . .× En, áàçîþ ÿêî¨ ¹

B =
{
G1 ×G2 × . . .×Gn : Gi ∈ Ti, i = 1, n

}
,

íàçèâàþòü ïðîäàêò òîïîëîãi¹þ i ïîçíà÷àþòü ÿê

T1 � T2 � . . .� Tn.

Âïðàâà À.20. Ïîêàçàòè, ùî îçíà÷åííÿ ïðîäàêò òîïîëîãi¨ êîðåêòíå. À òàêîæ
ïîêàçàòè, ùî ÿê áàçó ïðîäàêò òîïîëîãi¨ ìîæåìî óçÿòè êëàñ ìíîæèí{

U1 × U2 × . . .× Un : Ui ∈ Bi, i = 1, n
}
,

äå Bi � äåÿêi áàçè òîïîëîãié Ti.

Çàâäàííÿ 32. Íåõàé

• {Ei, Ti}ni=1 � ñiì'ÿ ìåòðèçîâíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ,

• di (x, y) � ìåòðèêè, ùî ïîðîäæóþòü âiäïîâiäíi òîïîëîãi¨ Ti, âiäíîñíî
ÿêèõ ïðîñòîðè Ei ïîâíi.

Ïîêàçàòè, ùî ìåòðèêà

d (x, y) =
n∑
i=1

2−idi (xi, yi)

íà ×ni=1Ei ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ ⊗ni=1Ti, i ùî ïðîñòið ×ni=1Ei ïîâíèé âiäíîñíî
öi¹¨ ìåòðèêè.

Çàâäàííÿ 33. Íåõàé {Ei, Ti}ni=1 � ñiì'ÿ ñåïàðàáåëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ. Ïîêàçàòè, ùî ïðîñòið {×ni=1Ei,⊗ni=1Ti} òàêîæ ¹ ñåïàðàáåëüíèé.

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé {E, T } � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, òîäi σ-àëãåáðó,
ïîðîäæåíó òîïîëîãi¹þ T , íàçèâàþòü σ-àëãåáðîþ áîðîëåâèõ ìíîæèí i
ïîçíà÷àþòü ÿê B (E).

Áîðåëåâi ìíîæèíè, ïîðîäæåíi åâêëiäîâîþ òîïîëîãi¹þ, âêëþ÷àþòü
ìíîæèíè âèäó {a}, (a, b), (a, b], [a, b) òà [a, b], à òàêîæ ¨õ äîïîâíåííÿ òà
îá'¹äíàííÿ â çëi÷åííié êiëüêîñòi. ßêùî iíøå íå çàçíà÷åíî, â ïîäàëüøîìó
ïiä B (R) áóäåìî ðîçóìiòè ñàìå σ-àëãåáðó áîðåëåâèõ ìíîæèí, ïîðîäæåíó
åâêëiäîâîþ òîïîëîãi¹þ.

Âïðàâà À.21. Ïîêàçàòè, ùî êëàñ ìíîæèí

B = {(a, b], a < b ∈ R}

¹ áàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ T1 íà R, âiäìiííî¨ âiä åâêëiäîâî¨, ïðîòå êëàñè
áîðåëåâèõ ìíîæèíè äëÿ îáîõ òîïîëîãié îäíàêîâi.
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Âïðàâà À.22. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, ÿêèé ìà¹ çëi÷åííó
áàçó B, σ-àëãåáðà áîðåëåâèõ ìíîæèí çáiãà¹òüñÿ ç σ (B).

Çàâäàííÿ 34. Ïîêàçàòè, ùî σ-àëãåáðà, ïîðîäæåíà êëàñîì âiäêðèòèõ êóëü
âiäíîñíî ìåòðèêè

d1 (x, y) =
|x− y|

1 + |x− y|
,

çáiãà¹òüñÿ ç B (R).

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé {Ei, Ei}ni=1 � ñiì'ÿ âèìiðíèõ ïðîñòîðiâ, ïðîäàêò σ-
àëãåáðîþ íà ×ni=1Ei íàçèâàþòü

σ
{
A1 × . . .× An : Ai ∈ Ei, i = 1, n

}
i ïîçíà÷àþòü ÿê ⊗ni=1Ei. ßêùî óñi ïðîñòîðè, ÿêi ôîðìóþòü ïðîäàêò ïðîñòið,
îäíàêîâi {Ei, Ei} = {E, E}, i = 1, n, òî çàïèñóâàòèìåìî {×ni=1Ei,⊗ni=1Ei} ÿê
{En, En}.

Òåîðåìà À.5 (ïðî ïðîäàêò σ-àëãåáðó áîðåëåâèõ ìíîæèí). Íåõàé {Ei, Ti}ni=1

� íåïîðîæíi ïðîñòîðè Õàóñäîðôà çi çëi÷åííîþ áàçîþ, òîäi

B (×ni=1Ei) = ⊗ni=1B (Ei) .

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Bi áàçè âiäïîâiäíèõ òîïîëîãié. Îñêiëüêè áàçè
çëi÷åííi, ìà¹ìî, ùî áóäü-ÿêà âiäêðèòà ìíîæèíà G â ×ni=1Ei ìîæå áóòè ïîäàíà
ÿê îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ìíîæèí âèäó U1×. . .×Un, Ui ∈ Bi ⊂ B (Ei),
i = 1, n. Çâiäêè G ∈ ⊗ni=1B (Ei), à îòæå, i

B (×ni=1Ei) ⊂ ⊗ni=1B (Ei) .

Ðîçãëÿíåìî êëàñ âèìiðíèõ ïðÿìîêóòíèêiâ

B1 × . . .×Bn : Bi ∈ B (Ei) , i = 1, n,

i ïîêàæåìî, ùî öåé êëàñ ìiñòèòüñÿ â B (×ni=1Ei). Îñêiëüêè äîâiëüíèé âèìiðíèé
ïðÿìîêóòíèê ìîæíà ïîäàòè ÿê

B1 × E2 × . . .× En ∩ . . . ∩ E1 × E2 × . . .×Bn,

äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî

B1 × E2 × . . .× En ∈ B (×ni=1Ei) .

Ðîçãëÿíåìî

K = {B1 ∈ B (E1) : B1 × E2 × . . .× En ∈ B (×ni=1Ei)} .
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Öåé êëàñ ìíîæèí ¹ σ-àëãåáðîþ, îñêiëüêè

B̄1 × E2 × . . .× En = B1 × E2 × . . .× En

òà
(∪Bi1)× E2 × . . .× En = ∪ (Bi1 × E2 × . . .× En) ,

áiëüø òîãî, ∀B1 ∈ T1:

B1 × E2 × . . .× En ∈ ⊗ni=1Ti.

Çâiäêè çà òåîðåìîþ ïðî ïîðîäæåíi êëàñè K = B (E1) i çíà÷èòü

B1 × E2 × . . .× En ∈ B (×ni=1Ei) ,∀B1 ∈ B (E1) .

Îòæå ìà¹ìî, ùî ⊗ni=1B (Ei) ⊂ B (×ni=1Ei).

Çàâäàííÿ 35. Ïîêàçàòè, ùî σ-àëãåáðà íà Rn, ïîðîäæåíà êëàñîì âiäêðèòèõ
êóëü âiäíîñíî ìåòðèêè

dn (x, y) =
n∑
i=1

2−i
|xi − yi|

1 + |xi − yi|
,

çáiãà¹òüñÿ ç B (Rn).

Çàâäàííÿ 36. Íåõàé ìà¹ìî ïðîñòið Õàóñäîðôà {E, T } ïîòóæíîñòi
áiëüøî¨ çà ïîòóæíiñòü êîíòèíóóì. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà
{(x, x) : x ∈ E} çàìêíåíà â E2, ïðîòå íå íàëåæèòü B (E)⊗ B (E).

ßêùî ìà¹ìî çëi÷åííó êiëüêiñòü ïðîñòîðiâ {Ei}i∈N, òî ¨õ äåêàðòiâ
äîáóòîê, ïîçíà÷åíèé ÿê

×∞i=1Ei = {(x1, x2, . . .) : xi ∈ Ei, i ∈ N} ,

âèçíà÷à¹ ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé, åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ åëåìåíòè âiäïîâiäíèõ
ïðîñòîðiâ. Ïðè öüîìó äëÿ òîãî, ùîá çàäàòè òîïîëîãiþ (σ-àëãåáðó),
âèçíà÷àëüíèì ¹ êëàñ ïîñëiäîâíîñòåé, ïåðøi åëåìåíòè ÿêèõ íàëåæàòü äåÿêèì
âiäêðèòèì (âèìiðíèì) ìíîæèíàì.

Âèçíà÷åííÿ. Ïðîäàêò òîïîëîãi¹þ íà ×∞i=1Ei íàçèâàþòü òîïîëîãiþ ⊗∞i=1Ti,
áàçîþ ÿêî¨ ¹

B = {G1 ×G2 × . . .×Gn × En+1 × . . . : Gi ∈ Ti, n ∈ N} ,

à ïðîäàêò σ-àëãåáðîþ íà ×∞i=1Ei íàçèâàþòü σ-àëãåáðó ⊗∞i=1Ei, ïîðîäæåíó
êëàñîì, òàê çâàíèõ âèìiðíèõ öèëiíäðiâ íà ïðîñòîði ïîñëiäîâíîñòåé ç
ïðÿìîêóòíîþ îñíîâîþ, òîáòî ìíîæèí âèäó

A1 × . . .× An × En+1 × . . . ,

äå Ai ∈ Ei, i = 1, n, n ∈ N. ßêùî {Ei, Ei} = {E, E}, i ∈ N, òî ïîçíà÷àòèìåìî
{×∞i=1E,⊗∞i=1E} ÿê {E∞, E∞}.
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Âïðàâà À.23. 1. Ïîêàçàòè, ùî òåîðåìà ïðî ïðîäàêò σ-àëãåáðó áîðåëåâèõ
ìíîæèí ìà¹ ìiñöå i äëÿ n =∞.

2. Ïîêàçàòè, ùî ó çàâäàííÿõ 32 òà 33 ìîæíà âçÿòè n =∞.

Ïðèêëàä (íåñêií÷åííî âèìiðíèé êóá). Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið
{

[0, 1]∞ , T ∞[0,1]

}
,

îñêiëüêè âií âèçíà÷åíèé ÿê çëi÷åííèé äîáóòîê ïðîñòîðiâ
{

[0, 1] , T[0,1]

}
, êîæåí

ç ÿêèõ ïîëüñüêèé, òî öåé ïðîñòið ¹ òàêîæ ïîëüñüêèì. Áiëüø òîãî, çà òåîðåìîþ
Òèõîíîâà32 ÿê äîáóòîê êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ âií êîìïàêòíèé.

Íåõàé ìà¹ìî äåÿêèé ïîëüñüêèé ïðîñòið {E, T } ç âiäïîâiäíîþ ìåòðèêîþ
d òà {xn} � çëi÷åííà óñþäè ùiëüíà ïiäìíîæèíà E. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ
f : E → [0, 1]∞ âèçíà÷åíå ÿê

f (x) = (d (x, x1) ∧ 1, d (x, x2) ∧ 1, . . . ) .

Îñêiëüêè ìåòðèêà � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, ìà¹ìî ùî f
íåïåðåðâíå. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî f−1 òàêîæ ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì,
êðiì òîãî, f (E) ¹ áîðåëåâîþ ìíîæèíîþ, à f : E → f (E) ¹ ái¹êöi¹þ (òîáòî f
� ãîìåîìîðôiçì). Îòæå, áóäü-ÿêèé ïîëüñüêèé ïðîñòið ãîìåîìîðôíèé äåÿêié
áîðåëåâié ìíîæèíi ç íåñêií÷åííî âèìiðíîãî êóáà33.

Ó âèïàäêó, êîëè ìà¹ìî íåçëi÷åíó ñiì'þ âèìiðíèõ ïðîñòîðiâ {Et, Et}t∈T ,
ïiä äîáóòêîì ×t∈TEt ðîçóìi¹ìî ìíîæèíó ôóíêöié x = x (t) , t ∈ T , òàêèõ ùî
x (t) ∈ Et, t ∈ T . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Cylt1,...,tn (B) , ti ∈ T, i = 1, n, B ∈ ⊗ni=1Eti,

ìíîæèíó ôóíêöié x ∈ ×t∈TEt, äëÿ ÿêèõ

(x (t1) , . . . , x (tn)) ∈ B.

Òàê âèçíà÷åíó ìíîæèíó íàçèâàþòü âèìiðíèì öèëiíäðîì (íà ïðîñòîði
ôóíêöié ç îñíîâîþ B).

Âïðàâà À.24. 1. Ïîêàçàòè, ùî êëàñ âèìiðíèõ öèëiíäðiâ óòâîðþ¹ àëãåáðó,
àëå íå σ-àëãåáðó.

2. Ïîêàçàòè, ùî êëàñ âèìiðíèõ öèëiíäðiâ ç ïðÿìîêóòíîþ îñíîâîþ
Cylt1,...,tn (B1 × . . .×Bn), ti ∈ T , Bi ∈ Eti, i = 1, n, n ∈ N (äèâ. ðèñ. À.2.)
óòâîðþ¹ íàïiâêiëüöå.

Âèçíà÷åííÿ. σ-àëãåáðîþ öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí íàçèâàþòü σ-àëãåáðó,
ïîðîäæåíó êëàñîì âèìiðíèõ öèëiíäðiâ i ïîçíà÷àþòü ÿê ⊗t∈TEt. ßêùî ∀t ∈ T :
{Et, Et} = {E, E}, òî ïîçíà÷àòèìåìî {×t∈TEt,⊗t∈TEt} ÿê

{
ET , ET

}
.

32Äèâ., íàïðèêëàä, Theorem 2.2.8 â Dudley R.M. Real Analysis and Probability. N.Y.: Cambridge University
Press, 2004.

33Fristedt B.E., Gray L.F. A Modern Approach to Probability Theory. N.Y.: Springer, 1997. P. 350
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Âïðàâà À.25. Íåõàé {Kt, t ∈ T} � ñiì'ÿ êëàñiâ ìíîæèí òàêèõ, ùî σ (Kt) = Et,
t ∈ T . Ïîêàçàòè, ùî êëàñ ìíîæèí

Cylt1,...,tn (B1 × . . .×Bn) , ti ∈ T,Bi ∈ Kti, i = 1, n, n ∈ N,

¹ ïîðîäæóþ÷èé äëÿ ⊗t∈TEt.

Íåõàé I ⊂ J ⊂ T � äåÿêi íåïîðîæíi ìíîæèíè. Ðîçãëÿíåìî
âiäîáðàæåííÿ (êàíîíi÷íå ïðîåêòóâàííÿ)

πJI : ×j∈JEj → ×i∈IEi,

âèçíà÷èâøè πJI (x), x ∈ ×j∈JEj, ÿê çâóæåííÿ x|I íà ìíîæèíó I ôóíêöi¨,
çàäàíî¨ íà ìíîæèíi J . Ïîçíà÷àòèìåìî

πI = πTI

òà
πt = π{t}, t ∈ T.

Âïðàâà À.26. Ïîêàçàòè, ùî

1. πI = πJI ◦ πJ .

2. ∀B ∈ ⊗i∈IEi :
(
πJI
)−1

(B) ∈ ⊗j∈JEj.

3. ⊗t∈TEt = σ
{
π−1
t (Bt) , Bt ∈ Et, t ∈ T

}
.

ßêùî σ-àëãåáðà ïîðîäæåíà äåÿêèì êëàñîì ìíîæèí, òîäi êîæíà
ìíîæèíà σ-àëãåáðè âèçíà÷åíà çëi÷åííîþ êiëüêiñòþ ìíîæèí öüîãî êëàñó.

Òåîðåìà À.6 (ïðî ñòðóêòóðó ïîðîäæåíî¨ σ-àëãåáðè). Íåõàé E � äåÿêèé
ïðîñòið, K � íåïîðîæíié êëàñ ïiäìíîæèí ç E, òîäi σ (K) ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê êëàñ ìíîæèí A ⊂ E : A ∈ σ (I), äëÿ äåÿêîãî íå áiëüø íiæ
çëi÷åííîãî ïiäêëàñó I ⊂ K.

x(t)

ttnt2t1

B1
B2

Bn

Ðèñ. À.2. Âèìiðíèé öèëiíäð íà ïðîñòîði ôóíêöié ç ïðÿìîêóòíîþ îñíîâîþ
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Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E êëàñ ìíîæèí, âèçíà÷åíèé â óìîâi òåîðåìè, i
ïîêàæåìî, ùî

K ⊂ E ⊂ σ (K) .

Äiéñíî, äëÿ áóäü-ÿêîãî B ∈ K, B ∈ σ (I), äå I = {B} ⊂ K, òîáòî B ∈ E . Äëÿ
áóäü-ÿêîãî A ∈ E , A ∈ σ (I), äå I ⊂ K, îòæå A ∈ σ (K).

Äàëi, ïîêàæåìî, ùî êëàñ E óòâîðþ¹ σ-àëãåáðó. Äiéñíî, ÿêùî A ∈ E :
A ∈ σ (I), äëÿ äåÿêîãî çëi÷åííîãî I ⊂ K, òîäi Ā ∈ σ (I), à çíà÷èòü Ā ∈ E .
Íåõàé Ai ∈ E , i ∈ N, òîäi iñíóþòü çëi÷åííi ïiäêëàñè Ii ⊂ K, i ∈ N, ùî Ai ∈
σ (Ii). Ïîçíà÷èìî I = ∪i∈NIi, òàê âèçíà÷åíèé êëàñ ¹ çëi÷åííèì ïiäêëàñîì
êëàñó K òà ∪i∈NAi ∈ σ (I), òîáòî, ∪i∈NAi ∈ E .

Íàñëiäîê À.2 (ïðî ñòðóêòóðó σ-àëãåáðè öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí). Íåõàé
ìà¹ìî íåïîðîæíi ïðîñòîðè Õàóñäîðôà {Et, Tt}t∈T çi çëi÷åííîþ áàçîþ. Äëÿ
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ç σ-àëãåáðè öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí ⊗t∈TB (Et) iñíó¹
íå áiëüøå íiæ çëi÷åííà ìíîæèíà iíäåêñiâ t1, t2, . . . ç T òà ìíîæèíà B ∈
⊗∞i=1B (Eti) òàêi, ùî

A = {x ∈ ×t∈TEt : (xt1, xt2, . . .) ∈ B} .

Çàâäàííÿ 37. Ïîêàçàòè, ùî

⊗t∈T Et = σ
{
∪I⊂T,I−ñêií÷åííå

{
π−1
I (B) , B ∈ ⊗i∈IEi

}}
=

= ∪I⊂T,I−çëi÷åííå
{
π−1
I (B) , B ∈ ⊗i∈IEi

}
.

Ïðèêëàä (ïðîñòið äiéñíèõ ôóíêöié). Íåõàé T = [0,∞) òà {Et, Et} =
= {R,B (R)}, ∀t ∈ T , òîäi RT âèçíà÷à¹ ïðîñòið äiéñíèõ ôóíêöié x : [0,∞)→
R. Ïîêàæåìî, ùî σ-àëãåáðà öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí ⊗t∈TB (R) íå ìiñòèòü
ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié îáìåæåíèõ ïî ìîäóëþ äåÿêîþ êîíñòàíòîþ c > 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

A =
{
x ∈ RT : |x (t) | < c,∀t ∈ T

}
çãiäíî íàñëiäêó ïðî ñòðóêòóðó σ-àëãåáðè öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí iñíóþòü
{ti}i∈N ç T òà B ∈ ⊗i∈NB (R), ùî

A =
{
x ∈ RT : (x (t1) , x (t2) , . . .) ∈ B

}
.

Çà ïîáóäîâîþ ôóíêöiÿ y (t) = c/2 íàëåæèòü A, à çíà÷èòü (y (t1) , y (t2) , . . .) ∈
B. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

z (t) =

{
c/2, t ∈ {ti} ,
2c, t 6∈ {ti} .

Çà ïîáóäîâîþ äàíî¨ ôóíêöi¨ (y (t1) , . . . ) = (z (t1) , . . . ), à çíà÷èòü,

z ∈
{
x ∈ RT : (x (t1) , x (t2) , . . .) ∈ B

}
,
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ïðîòå z 6∈ A. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü âêàçó¹ íà õèáíiñòü ïðèïóùåííÿ, ùî A ¹
åëåìåíòîì σ-àëãåáðè öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí.

Âïðàâà À.27. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà óñiõ äiéñíèõ ôóíêöié íåïåðåðâíèõ â
òî÷öi t0 ∈ T íå ¹ åëåìåíòîì σ-àëãåáðè öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí.

Íàâåäåíèé ïðèêëàä äåìîíñòðó¹, ùî σ-àëãåáðà öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí
íà RT ¹ íåäîñòàòíüî �áàãàòîþ�, öiëà íèçêà âàæëèâèõ ìíîæèí íåâèìiðíi.
Çâóæåííÿ êëàñó ðîçãëÿäóâàíèõ ôóíêöié äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçàòè ïðîáëåìó.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C[0,∞) ìíîæèíó óñiõ äiéñíèõ íåïåðåðâíèõ íà [0,∞)
ôóíêöié, à ÷åðåç E âiäïîâiäíó σ-àëãåáðó öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí. Çàäàìî
òîïîëîãiþ íà C[0,∞), ùî ìà¹ áàçó âiäêðèòèõ êóëü â ìåòðèöi

d(x, y) =
∑
n∈N

2−n min( sup
0≤t≤n

| x(t)− y(t) |, 1).

Â öüîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî òîïîëîãiþ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà êîìïàêòíèõ
ìíîæèíàõ. Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç B

(
C[0,∞)

)
âiäïîâiäíó σ-àëãåáðó áîðåëåâèõ

ìíîæèí.

Çàâäàííÿ. Ïîêàçàòè, ùî

d0 (f, g) = sup
t∈[0,∞)

(1 ∧ |f (t)− g (t)|)

âèçíà÷à¹ ìåòðèêó íà C[0,∞). Ïîêàçàòè, ùî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi
ôóíêöié çà öi¹¨ ìåòðèêè åêâiâàëåíòíà ðiâíîìiðíié çáiæíîñòi íà [0,∞), à
òàêîæ ïîêàçàòè, ùî ïðîñòið ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ öi¹þ ìåòðèêîþ,
íå ñåïàðàáåëüíèé. Ïîêàçàòè, ùî

d (f, g) =
∞∑
n=1

2−n sup
t∈[0,n]

(1 ∧ |f (t)− g (t)|)

âèçíà÷à¹ ìåòðèêó íà C[0,∞). Äîâåñòè, ùî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi
ôóíêöié çà öi¹¨ ìåòðèêè åêâiâàëåíòíà ðiâíîìiðíié çáiæíîñòi íà áóäü-ÿêié
êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi [0,∞), à òàêîæ ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíèé ïðîñòið
ñåïàðàáåëüíèé.

Òåîðåìà À.7 (ïðî σ-àëãåáðó öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí äëÿ íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié). Íà ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié σ-àëãåáðà öèëiíäðè÷íèõ
ìíîæèí çáiãà¹òüñÿ ç σ-àëãåáðîþ áîðåëåâèõ ìíîæèí, ïîðîäæåíîþ
òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà êîìïàêòíèõ ìíîæèíàõ.

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê çëi÷åííîñòi áàçè åâêëiäîâî¨ òîïîëîãi¨ íà Rn ÿê
ïîðîäæóþ÷èé êëàñ äëÿ σ-àëãåáðè öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí ìîæåìî âçÿòè êëàñ
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âèìiðíèõ öèëiíäðiâ ç îñíîâàìè âèäó G1× . . .×Gn, äå Gi � âiäêðèòi ìíîæèíè
íà R. Ïîêàæåìî, ùî

Cylt1,...,tn (G1 × . . .×Gn) ∈ Td.

Íåõàé x, xn ∈ C[0,∞): d (xn, x) → 0, n → ∞, i ïðèïóñòèìî, ùî xn (t0) íå
çáiãà¹òüñÿ äî xt0 â åâêëiäîâié òîïîëîãi¨ äëÿ äåÿêîãî t0 ≥ 0. Òîáòî, ùî

∃ε > 0 : ∀N ∈ N : ∃nN ≥ N : |xnN (t0)− xt0| ≥ ε.

Âèçíà÷èìî k0 ÿê ìiíiìàëüíå öiëå, ùî t0 ∈ [0, k0]. Òîäi, ç îäíi¹¨ ñòîðîíè,

∞∑
k=k0

1

2k

(
sup
t∈[0,k]

|xn (t)− xt| ∧ 1

)
→ 0, n→∞.

Àëå, ç iíøî¨, ∀N ∃nN ≥ N :

∞∑
k=k0

1

2k

(
sup
t∈[0,k]

|xnN (t)− xt| ∧ 1

)
≥

≥
∞∑
k=k0

1

2k
(|xnN (t0)− xt0| ∧ 1) ≥

∞∑
k=k0

ε

2k
=

ε

2k0−1
.

Çíà÷èòü, ∀t ≥ 0 âiäîáðàæåííÿ πt : C[0,∞) → R âèçíà÷åíå ÿê πt (x) = xt
íåïåðåðâíå. Çâiäêè äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè G ç R ìà¹ìî π−1

t (G) ∈
Td i äëÿ äîâiëüíèõ G1, . . . , Gn âiäêðèòèõ â R òà t1, . . . , tn ≥ 0 îòðèìà¹ìî, ùî

∩ni=1π
−1
ti

(Gi) =
{
x ∈ C[0,∞) : (xt1, . . . , xtn) ∈ G1 × . . .×Gn

}
∈ Td.

Îòæå, E ⊂ B
(
C[0,∞)

)
.

Ïîêàæåìî òàêîæ, ùî B
(
C[0,∞)

)
⊂ E . Âíàñëiäîê ñåïàðàáåëüíîñòi{

C[0,∞), Td
}
äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ C[0,∞) òà ÷èñëà

r > 0 êóëÿ Br (x) = {y ∈ C[0,∞) : d (x, y) < r} íàëåæèòü E . Öå âêëþ÷åííÿ
âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî íà ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié âiäêðèòó êóëþ ìîæåìî
ïîäàòè ÿê

∪n∈N ∩m∈N ∩t1,...,tm∈Q+

{
y ∈ C[0,∞) :

∞∑
k=1

ak (y)

2k
< r − 1

n

}
=

= ∪n∈N ∩m∈N ∩t1,...,tm∈Q+
Cylt1,...,tm (Bm)

äëÿ äåÿêèõ Bm ∈ B (Rm), äå ak (y) = maxi=1,m:ti∈[0,k] |xti − yti| ∧ 1.

Âiäìiòèìî, ùî êëàñ ôóíêöié, äëÿ ÿêîãî ìà¹ ìiñöå äîâåäåíà òåîðåìà,
ìîæíà ðîçøèðèòè äî D[0,T ] � êëàñó ôóíêöié íà [0, T ] íåïåðåðâíèõ ñïðàâà
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òà çi ñêií÷åííèìè ãðàíèöÿìè çëiâà. Â öüîìó âèïàäêó íåîáõiäíî çàñòîñóâàòè
òîïîëîãiþ Ñêîðîõîäà34, ïîðîäæåíó ìåòðèêîþ

d (x, y) = inf
Λ

{
sup
t∈[0,T ]

|x (t)− y (λ (t))|+ sup
t 6=s∈[0,T ]

∣∣∣∣ln λ (t)− λ (s)

t− s

∣∣∣∣
}
,

äå Λ � êëàñ ñòðîãî çðîñòàþ÷èõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié λ (t) , t ∈ [0, T ]: λ (0) = 0,
λ (T ) = T .

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé E � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, òà òîïîëîãiÿ T = {∅, E}.

Ïîêàçàòè, ùî ∂A =

 ∅, A = ∅,
E\A, A = {x} ,
E, |A| ≥ 2.

2. Ïîêàçàòè, ùî êëàñ ìíîæèí B ¹ áàçîþ òîïîëîãi¨ T òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ∀x ∈ E ∀Gx ∈ T ∃O ∈ B: x ∈ O ⊂ Gx.

3. Ïîêàçàòè ùî êëàñ ìíîæèí B ïðîñòîðó E ¹ áàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè: 1) ∀x ∈ E : ∃O ∈ B : x ∈ O; 2) ∀O1, O2 ∈ B,∀x ∈
O1 ∩O2,∃O ∈ B : x ∈ O ⊂ O1 ∩O2.

4. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà
{
x ∈ R∞ : ∃ lim

m→∞
xm <∞

}
íàëåæèòü B (R∞).

5. Íåõàé T = [0, 1]. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà
{
x ∈ RT : ∃t ∈ [0; 1] : xt = 0

}
íå íàëåæèòü B

(
RT
)
.

À.3.Ïðîñòîðè ç ìiðîþ

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé {E, E} � âèìiðíèé ïðîñòið, ìiðîþ íà {E, E} íàçèâàþòü
íåâiä'¹ìíå âiäîáðàæåííÿ ν, çàäàíå íà ìíîæèíàõ ç E , i ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

ν (∅) = 0

òà

ν (∨∞i=1Ai) =
∞∑
i=1

ν (Ai) ,

äëÿ äîâiëüíèõ íåñóìiñíèõ ìíîæèí Ai ∈ E , i ∈ N.

Ïðèêëàä (äèñêðåòíà ìiðà). Íåõàé ïðîñòið E çëi÷åííèé àáî ñêií÷åííèé, E =
L (E) i íåõàé {νx}x∈E � ñóêóïíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë. Òîäi âiäîáðàæåííÿ

ν (A) =
∑
x∈A

νx

34Äèâ. äåòàëüíiøå Chapter 3 â Billingsley P. Convergence of Probability Measures. Toronto: John Wiley &
Sons, 1999.

260



âèçíà÷à¹ ìiðó íà {E, E}. ×èñëà νx íàçèâàþòü ìàñîþ òî÷îê x ∈ E. ßêùî ìàñà
óñiõ òî÷îê äîðiâíþ¹ îäèíèöi, òî ìiðó ν íàçèâàþòü ðàõóþ÷îþ.

Âèçíà÷åííÿ. Ìiðó ν íàçèâàþòü ñêií÷åííîþ, ÿêùî ν (E) < ∞. Ìiðó
ν íàçèâàþòü σ-ñêií÷åííîþ, ÿêùî iñíó¹ ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó E íà âèìiðíi
ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ìiðè ν.

Çàâäàííÿ 38. Íåõàé

• ν òà ν ′ � äâi σ-ñêií÷åííi ìiðè íà {E, E},

• êëàñ K ¹ π-ñèñòåìîþ òàêîþ, ùî σ (K) = E ,

• iñíó¹ ðîçáèòòÿ {Ei}i∈N ïðîñòîðó E òàêå, ùî Ei ∈ K òà ν (Ei) <∞.

Ïîêàçàòè, ùî ç ðiâíîñòi ν = ν ′ íà K âèïëèâà¹ ðiâíiñòü ν = ν ′ íà E .

Äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâàòè ìiðó äîñòàòíüî ¨¨ çàäàòè íà äåÿêîìó
íàïiâêiëüöi N ⊂ E , ùî ïîðîäæó¹ σ-àëãåáðó âèìiðíèõ ìíîæèí. Ïðè öüîìó
êëþ÷îâèì ¹ òàêå óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Êàðàòåîäîði35.

Òåîðåìà À.8 (ïðî ïðîäîâæåííÿ ìiðè ç íàïiâêiëüöÿ). Íåõàé âiäîáðàæåííÿ
ν0, çàäàíå íà íàïiâêiëüöi N çi çíà÷åííÿìè ç [0,∞], òàêå ùî

ν0 (∅) = 0

i äëÿ äîâiëüíèõ íåñóìiñíèõ ìíîæèí Ai ∈ N : A = ∨∞i=1Ai ∈ N :

ν0 (A) =
∞∑
i=1

ν0 (Ai)

òà
∃En ∈ N : En ↑ E, ν0 (En) <∞.

Òîäi ν0 ìîæíà îäíîçíà÷íî äîâèçíà÷èòè äî σ-ñêií÷åííî¨ ìiðè ν íà
{E, σ (N )}:

ν (A) = ν0 (A) ,∀A ∈ N .

Çàóâàæèìî, ùî çàìiñòü óìîâè çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi â òåîðåìi ìîæåìî
âèìàãàòè àäèòèâíiñòü òà çëi÷åííó íàïiâàäèòèâíiñòü.

Çàâäàííÿ 39. Ïîêàçàòè, ùî ç òåîðåìè ïðî ïðîäîâæåííÿ ìiðè ç
íàïiâêiëüöÿ âèïëèâà¹ òåîðåìà Êàðàòåîäîði: íåõàé âiäîáðàæåííÿ ν0, çàäàíå
íà êiëüöi R çi çíà÷åííÿìè ç [0,∞], òàêå ùî

ν0 (∅) = 0

35Äèâ. Theorem 1.53 â Klenke A. Probability theory: a comprehensive course. London: Springer, 2013.
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i äëÿ äîâiëüíèõ íåñóìiñíèõ ìíîæèí Ai ∈ R, A = ∨∞i=1Ai ∈ R:

ν0 (A) =
∞∑
i=1

ν0 (Ai)

òà
∃En ∈ R : E = ∪n∈NEn, ν0 (En) <∞.

Òîäi iñíó¹ ¹äèíà σ-ñêií÷åííà ìiðà ν íà σ (R):

ν (A) = ν0 (A) ,∀A ∈ R.

Âïðàâà À.28. Ïîêàçàòè, ùî ñêií÷åííå âiäîáðàæåííÿ ν0 íà êiëüöi R, ÿêå ¹
ñêií÷åííî àäèòèâíèì òà íåïåðåðâíèì â íóëi íà R, ¹ çëi÷åííî àäèòèâíèì íà
R.

Ïðèêëàä (ìiðà Ëåáåãà-Ñòiëüò'¹ñà). Íåõàé ôóíêöiÿ F : R → R íåñïàäíà
òà íåïåðåðâíà çëiâà (óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó), à N � íàïiâêiëüöå
iíòåðâàëiâ [a, b), a ≤ b. Âèçíà÷èìî íà N âiäîáðàæåííÿ ν0

F ÿê

ν0
F ([a, b)) = F (b)− F (a) .

Òàê âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ íà N ¹ íåâiä'¹ìíèì, ñêií÷åííî àäèòèâíèì òà
ν0
F (∅) = 0. Âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi çëiâà ôóíêöi¨ F äëÿ äîâiëüíèõ [ai, bi) ∈
N , i ∈ N òà [a, b) ∈ N : [a, b) ⊂ ∪i∈N[ai, bi) ìà¹ìî

ν0
F ([a, b)) ≤

∑
i∈N

ν0
F ([ai, bi)) .

Òîáòî ν0
F ¹ çëi÷åííî íàïiâàääèòèâíå. Áiëüø òîãî, äiéñíó ïðÿìó ìîæåìî ïîäàòè

ÿê R = ∨n∈Z[n, n + 1) i F (n+ 1) − F (n) < ∞, n ∈ Z. Çâiäêè îòðèìà¹ìî σ-
ñêií÷åííiñòü ν0

F .
Îòæå, çà òåîðåìîþ ïðî ïðîäîâæåííÿ ìiðè ç íàïiâêiëüöÿ iñíó¹ ¹äèíà

σ-ñêií÷åííà ìiðà νF íà σ (N ) = B (R) òàêà, ùî

νF (A) = ν0
F (A) ,∀A ∈ N .

Ïiä ÷àñ ïîáóäîâè ïðîäîâæåííÿ çàñòîñîâóþòü çîâíiøíþ ìiðó

ν∗ (A) = inf

{ ∞∑
i=1

ν0
F (Ai) : A ⊂ ∪∞i=1Ai, Ai ∈ N

}
.

�äèíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî íàïiâêiëüöå ¹ π-ñèñòåìîþ, i äëÿ áóäü-ÿêî¨ iíøî¨
ìiðè ν ′, òàêî¨ ùî

ν ′ (A) = ν0
F (A) ,∀A ∈ N ,

262



áóäåìî ìàòè
ν ′ (A) = ν (A) ,∀A ∈ B (R) .

Îòðèìàíó ìiðó νF íàçèâàþòü ìiðîþ Ëåáåãà-Ñòiëüò'¹ñà, à ÿêùî F (x) = x, òî
ïðîñòî � ìiðîþ Ëåáåãà, ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî ÿê `.

Àíàëîãi÷íî ìîæåìî çàäàòè ìiðó Ëåáåãà-Ñòiëüò'¹ñà íà {Rn,B (Rn)}. Äëÿ
öüîãî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ F : Rn → R, ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè: âîíà
íåïåðåðâíà çëiâà ïî êîæíîìó àðãóìåíòó òà ∆a1b1 . . .∆anbnF (x) ≥ 0, ai ≤ bi,
i = 1, . . . , n, äå

∆aibiF (x) = F (x1, . . . , bi, . . . xn)− F (x1, . . . , ai, . . . xn) .

Òîäi íà íàïiâêiëüöi ìíîæèí âèäó [a1, b1)× · · · × [an, bn) ìiðà νF âèçíà÷åíà ÿê
∆a1b1 . . .∆anbnF (x).

Âïðàâà À.29. Íåõàé {R,B (R) , νi}, i = 1, n � ïðîñòîðè ç ìiðàìè Ëåáåãà-
Ñòiëüò'¹ñà. Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ ¹äèíà σ-ñêií÷åííà ìiðà ν íà {Rn,B (Rn)}
(ïðîäàêò ìiðà) òàêà, ùî ∀ai ≤ bi ∈ R,i = 1, n:

ν ([a1, b1)× . . .× [an, bn)) = ν1 ([a1, b1))× . . .× νn ([an, bn)) .

Íåõàé {E, E} � âèìiðíèé ïðîñòið òà ïðèïóñòèìî, ùî îäíîòî÷êîâi
ìíîæèíè âèìiðíi. Òî÷êó x ∈ E íàçèâàþòü àòîìîì ìiðè ν, ÿêùî

ν ({x}) > 0.

Ìiðó íàçèâàþòü íåïåðåðâíîþ, ÿêùî âîíà íå ìà¹ àòîìiâ. Ìiðó íàçèâàþòü
àòîìàðíîþ, ÿêùî ìíîæèíà àòîìiâ D çëi÷åííà, òà

ν (E\D) = 0.

Íàïðèêëàä, ìiðà Ëåáåãà íåïåðåðâíà, à ìiðà Äiðàêà

δx0 (A) =

{
0, x0 6∈ A,
1, x0 ∈ A,

àòîìàðíà. Áóäü-ÿêó σ-ñêií÷åííó ìiðó ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó àòîìàðíî¨ òà
íåïåðåðâíî¨ ìið36.

Âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ ñêií÷åííî¨ ìiðè íà ïîëüñüêîìó ïðîñòîði ¹
ðåãóëÿðíiñòü (inner regularity).

Òåîðåìà À.9 (ïðî íàáëèæåííÿ êîìïàêòîì äîâiëüíî¨ áîðåëåâî¨ ìíîæèíè).
Íåõàé

36Äèâ., íàïðèêëàä, Theorem 2.1. â Johnson R.A. Atomic and Nonatomic. Measures. Proc. Amer. Math. Soc.
1970. Vol. 25. P. 650�655.
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• {E, T } � ïîëüñüêèé ïðîñòið,

• E � σ-àëãåáðà áîðåëåâèõ ìíîæèí,

• ν � ñêií÷åííà ìiðà.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ∈ E òà äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ êîìïàêò
Kε ⊂ A, ùî

ν (A\Kε) ≤ ε.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé d � ìåòðèêà, ùî ïîðîäæó¹ T , òà {xn} � çëi÷åííà óñþäè
ùiëüíà ìíîæèíà ç E. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ çàìêíåíèõ êóëü

Bn,k = cl
(
B1/k (xn)

)
.

Îñêiëüêè {xn} óñþäè ùiëüíà ìíîæèíà, ìà¹ìî ∪∞n=1Bn,k = E. Ïîçíà÷èìî

Bk
n = ∪ni=1Bi,k.

Òàê âèçíà÷åíà ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí ¹ íåñïàäíîþ òà ∪∞n=1B
k
n = E, òîäi çà

íåïåðåðâíiñòþ ìiðè ν ìà¹ìî

ν (E) = lim
n→∞

ν
(
Bk
n

)
.

Çâiäêè,
∀k : ∃nk : ν (E)− ν

(
Bk
nk

)
≤ ε/2k+1.

Ïîçíà÷èìî
Kε = ∩∞k=1B

k
nk

i ïîêàæåìî, ùî öÿ ìíîæèíà ¹ öiëêîì îáìåæåíà. Äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0
âèçíà÷èìî ñêií÷åííó ìíîæèíó A ÿê {xi}nmi=1, m =

[
1
δ

]
+ 1, òîäi

∀x ∈ Kε∃y ∈ A : d (x, y) < δ.

Äiéñíî, ÿêùî x ∈ Kε, òî x ∈ Bm
nm

òà iñíó¹ i0 ≤ nm: x ∈ Bi0,m, çâiäêè
d (x, xi0) ≤ 1

m < δ. Âðàõîâóþ÷è ùî Kε çàìêíåíà ìíîæèíà, ðîáèìî âèñíîâîê
ùî Kε êîìïàêò. Ïîêàæåìî, ùî Kε íàáëèæà¹ âiäïîâiäíèì ÷èíîì ìíîæèíó E:

ν (E\Kε) = ν
(
E\ ∩Bk

nk

)
= ν

(
∪k
(
E\Bk

nk

))
≤

≤
∑
k

ν
(
E\Bk

nk

)
=
∑
k

(
ν (E)− ν

(
Bk
nk

))
≤

∞∑
k=1

ε

2k+1
≤ ε.

Çàìêíåíà ïiäìíîæèíà ïîëüñüêîãî ïðîñòîðó ¹ ïîëüñüêèì ïðîñòîðîì, òîáòî
òåîðåìà ìà¹ ìiñöå äëÿ áóäü-ÿêî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè. Ïîêàæåìî, ùî
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ç E .
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Ïî-ïåðøå, ïîçíà÷èìî ÷åðåç A êëàñ ìíîæèí B ∈ E , ÿêi ìàþòü òàêå
ïîäàííÿ

B = ∪nFn = ∩mGm,

äå Fn � äåÿêi çàìêíåíi ìíîæèíè òà Gm � äåÿêi âiäêðèòi ìíîæèíè, i ïîêàæåìî,
ùî öåé êëàñ ¹ àëãåáðîþ. Äiéñíî,

∀B ∈ A : B̄ = ∩nF̄n = ∪mḠm ∈ A.

Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíèõ B = ∪nFn = ∩mGm òà B′ = ∪lF ′l = ∩kG′k ìà¹ìî

B ∩B′ = ∪n,l (Fn ∩ F ′l ) = ∩m,k (Gm ∩G′k) ∈ A.

Ïîêàæåìî òàêîæ, ùî êëàñ A ìiñòèòü óñi çàìêíåíi ìíîæèíè. Íåõàé F � äåÿêà
çàìêíåíà ìíîæèíà, òîäi

F = F ∪ ∅ ∪ ∅ · · · = ∩mGm,

äå Gm = ∪x∈FB1/m (x) � âiäêðèòi ìíîæèíè, çâiäêè F ∈ A.
Ïî-äðóãå, ðîçãëÿíåìî êëàñ K ïiäõîæèõ ìíîæèí B ⊂ E, äëÿ ÿêèõ iñíó¹

êîìïàêò Kε, ùî
ν (B\Kε) ≤ ε,

i ïîêàæåìî, ùî âií ìîíîòîííèé. Íåõàé ìà¹ìî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü
ìíîæèí Bn ⊂ Bn+1 ∈ K, òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü êîìïàêòiâ Kn ⊂ Bn:

ν (Bn\Kn) ≤ ε/2n+1.

Ïîçíà÷èìî B = ∪nBn, çà âëàñòèâiñòþ íåïåðåðâíîñòi ìiðè ν (B) =
limn→∞ ν (Bn), òîäi iñíó¹ íîìåð n0, äëÿ ÿêîãî

ν (B)− ν (Bn0) < ε/2.

Âèçíà÷èìî Kε ÿê ∪n0n=1Kn, òàê âèçíà÷åíà ìíîæèíà ¹ êîìïàêòîì, ïðè÷îìó ç
Kn ⊂ Bn ìà¹ìî, ùî Kε ⊂ Bn0. Áiëüø òîãî,

ν (B\Kε) = ν ((B\Bn0) ∪ (Bn0\Kε)) = ν (B\Bn0) + ν (Bn0\ (∪n0n=1Kn)) ≤
≤ ε/2 + ν ((∪n0n=1Bn) \ (∪n0n=1Kn)) ≤ ε/2 + ν (∪n0n=1 (Bn\Kn)) ≤

≤ ε/2 +

n0∑
n=1

ν (Bn\Kn) ≤ ε/2 +

n0∑
n=1

ε/2n+1 ≤ ε.

Çâiäêè, B ∈ K, àíàëîãi÷íî ìà¹ìî, ùî ïåðåòèí ñïàäàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi òàêîæ
ìiñòèòüñÿ â K.

Ïîêàæåìî äàëi, ùî A ⊂ K. Äiéñíî,

∀B ∈ A : B = ∪nFn = ∪n (∪nk=1Fk) = ∪nF ′n,
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äå F ′n = ∪nk=1Fk � çàìêíåíi ìíîæèíè. Ðàíiøå áóëî äîâåäåíî, ùî çàìêíåíi
ìíîæèíè íàëåæàòü êëàñó K. Îñêiëüêè K ìîíîòîííèé, âií ìiñòèòü òàêîæ i
îá'¹äíàííÿ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi çàìêíåíèõ ìíîæèí F ′n, òîáòî B ∈ K. Çà
òåîðåìîþ ïðî ïîðîäæåíi êëàñè µ (A) ⊂ µ (K) = K, à îñêiëüêè ìîíîòîííèé
êëàñ, ïîðîäæåíèé àëãåáðîþ, ¹ σ-àëãåáðîþ, ìà¹ìî σ (A) ⊂ K. Âðàõîâóþ÷è,
ùî êëàñ A ìiñòèòü óñi çàìêíåíi ìíîæèíè, îäåðæèìî ùî σ (A) ìiñòèòü óñi
âiäêðèòi ìíîæèíè, òîáòî σ (A) = E . Îòæå, E ⊂ K.

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé {Ω,F} � äåÿêèé âèìiðíèé ïðîñòið. Ñêií÷åííó ìiðó P
çàäàíó íà {Ω,F}, äëÿ ÿêî¨ P (Ω) = 1, íàçèâàþòü iìîâiðíiñíîþ, à ñàì ïðîñòið
{Ω,F ,P} iìîâiðíiñíèì.

Âïðàâà À.30. Íåõàé νF � ìiðà Ëåáåãà-Ñòiëüò'¹ñà íà {R,B (R)}, äëÿ ÿêî¨
ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó çàäîâîëüíÿ¹ äîäàòêîâó óìîâó limx→∞ (F (x)− F (−x)) =
= 1. Ïîêàçàòè, ùî òîäi {R,B (R) , νF} � iìîâiðíiñíèé ïðîñòið. Âèçíà÷èòè
óìîâó íà F : Rn → R, çà ÿêî¨ ïðîñòið {Rn,B (Rn) , νF} iìîâiðíiñíèé.

Çàâäàííÿ 40. 1. Íåõàé {Ω,F ,P} � iìîâiðíiñíèé ïðîñòið òà A � àëãåáðà
ìíîæèí ç Ω, ïðè÷îìó σ (A) = F . Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä ïiäõîæèõ
ìíîæèí, äîâåñòè, ùî ∀ε > 0 òà B ∈ F ∃A ∈ A:

P (A∆B) ≤ ε.

2. Ïîêàçàòè, ùî öÿ âëàñòèâiñòü ìà¹ ìiñöå òàêîæ, ÿêùî {Ω,F ,P} �
äîâiëüíèé ïðîñòið çi σ-ñêií÷åííîþ ìiðîþ, ÿêà ¹ σ-ñêií÷åííîþ i íà A,
òà P (B) <∞.

Âïðàâà À.31. Íåõàé {Ω,F ,P} � iìîâiðíiñíèé ïðîñòið. Âèçíà÷èìî êëàñ F̄
ìíîæèí âèäó A ∪ B, äå A ∈ F òà B ⊂ Ω: ∃C ∈ F , B ⊂ C òà P (C) = 0.
Ïîêàçàòè, ùî F̄ óòâîðþ¹ σ-àëãåáðó, òà ñïiââiäíîøåííÿ

P̄ (A ∪B) = P (A)

äîâèçíà÷à¹ éìîâiðíiñíó ìiðó íà F̄ .
Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè, ùî äëÿ A,B ⊂ C:

A\B = (A\C) ∪ (A ∩ C\B)

òà
A ∪B = Ā\B.

Âïðàâà À.32. Íåõàé

B ∈ F , A ⊂ Ω : A∆B ⊂ C,P (C) = 0,

ïîêàçàòè, ùî òîäi
A ∈ F̄ .
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Âèçíà÷åííÿ. Iìîâiðíiñíèé ïðîñòið {Ω,F ,P} íàçèâàþòü ïîâíèì, ÿêùî F
çáiãà¹òüñÿ ç F̄ .

Ïîâíîòà éìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó îçíà÷à¹, ùî σ-àëãåáðà ïîäié ìiñòèòü
óñi ïiäìíîæèíè ìíîæèí íóëüîâî¨ éìîâiðíîñòi. Ðîçãëÿä ñàìå ïîâíîãî ïðîñòîðó
â áàãàòüîõ âèïàäêàõ âèïðàâäàíå òèì, ùî öå äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè éìîâiðíîñòi
áiëüø øèðîêîãî êëàñó ïîäié. Âiäìiòèìî, ùî êîëè ðîçãëÿäàþòü äåÿêó ïiä-σ-
àëãåáðó F0 ⊂ F , òî äëÿ ¨¨ ïîïîâíåííÿ âêëþ÷àþòü óñi ïiäìíîæèíè ìíîæèí
íóëüîâî¨ éìîâiðíîñòi ç F (à íå F0).

Ïðèêëàä (ìíîæèíè Ëåáåãà ). Íåõàé

{Ω,F ,P} = {[0, 1] ,B ([0, 1]) , `} ,

äå ` � ìiðà Ëåáåãà: ` ([a, b]) = b − a. Ïîïîâíåííÿ F̄ íàçèâàþòü σ-àëãåáðîþ
ìíîæèí Ëåáåãà. Ïîêàæåìî, ùî iñíóþòü ìíîæèíè Ëåáåãà, ÿêi íå ¹ áîðåëåâèìè.

Íåõàé ôóíêöiÿ f : [0, 1] → [0, 2] âèçíà÷åíà ÿê ñóìà ôóíêöi¨ Êàíòîðà
c (x)37 òà g (x) = x (äèâ. ðèñ. À.3.). Öÿ ôóíêöiÿ ¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ òà
íåïåðåðâíîþ, òîìó îáðàç áîðåëåâî¨ ìíîæèíè ¹ áîðåëåâà ìíîæèíà. Äiéñíî,
ïîçíà÷èìî

K = {A ⊂ [0, 1] : f (A) ∈ B ([0, 2])} .
Çà âëàñòèâîñòÿìè îáðàçiâ ôóíêöi¨ öåé êëàñ óòâîðþ¹ σ-àëãåáðó. Êðiì òîãî,
âðàõîâóþ÷è ùî äëÿ äîâiëüíîãî çàìêíåíîãî âiäðiçêó [a, b] ⊂ [0, 1]: f ([a, b]) =
[f (a) , f (b)] (çà òåîðåìîþ ïðî ïðîìiæíå çíà÷åííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨),
âèâîäèìî ùî öåé êëàñ ìiñòèòü óñi çàìêíåíi ìíîæèíè. Çâiäêè, B [0, 1] ⊂ K.

Äàëi, íåõàé C � ìíîæèíà Êàíòîðà, òîäi f (C) áîðåëåâà ìíîæèíà
(îñêiëüêè C çàìêíåíà). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ik iíòåðâàëè, íà ÿêèõ ôóíêöiÿ
Êàíòîðà ñòàëà, òîäi ç îäíi¹¨ ñòîðîíè

` (f ([0, 1] \C)) = ` (∨kf (Ik)) =
∑
k

` (Ik) = 1.

À ç iíøî¨ ñòîðîíè,

2 = ` ([0, 2]) = ` (f [0, 1]) = ` (f ([0, 1] \C)) + ` (f (C)) = 1 + ` (f (C)) .

37Ôóíêöiÿ Êàíòîðà c (x) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëó 0.a1a2 . . . ó òðiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ÷èñëî
0.b1b2 . . . ó äâiéêîâié ñèñòåìi, äå bi âèçíà÷åíi çà òàêèì àëãîðèòìîì. Ïîçíà÷èìî i0 = min {i ∈ N : ai = 1} òà

ïîêëàäåìî i0 =∞, ÿêùî ai 6= 1 äëÿ âñiõ i ∈ N, òîäi bi =

{
0, ai = 0,

1, ai = 2,
äëÿ i < i0, òà ÿêùî i0 <∞: bi0 = 1 i

bi = 0 äëÿ i > i0. Òàê âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ ¹ íåñïàäíîþ íåïåðåðâíîþ ç ìàéæå óñþäè ðiâíîþ íóëþ ïîõiäíîþ.
Ìíîæèíà, íà ÿêié ïîõiäíà íå âèçíà÷åíà, ¹ ìíîæèíîþ Êàíòîðà.
Äëÿ ãðàôi÷íîãî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ Êàíòîðà çðó÷íî çàñòîñóâàòè ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié cn (x),

âèçíà÷åíèõ ðåêóðåíòíî (äèâ. àëãîðèòì 11)

cn (x) =


cn−1(3x)

2 , 0 ≤ x < 1
3 ,

1
2 ,

1
3 ≤ x <

2
3 ,

1+cn−1(3x−2)
2 , 2

3 ≤ x ≤ 1,

n ∈ N; c0 (x) = x.
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Ðèñ. À.3. Ôóíêöiÿ Êàíòîðà òà ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ

Îòæå, ` (f (C)) = 1.
Îñêiëüêè áóäü-ÿêà ìíîæèíà äîäàòíî¨ ìiðè ìiñòèòü íåâèìiðíó

ïiäìíîæèíó (íàïðèêëàä, ìíîæèíó Âiòàëi38), ìà¹ìî ùî iñíó¹ íåâèìiðíà
ìíîæèíà V ⊂ f (C) i, âðàõîâóþ÷è ùî f ái¹êòèâíà, îäåðæó¹ìî f−1 (V ) ⊂ C.
Ìíîæèíà Êàíòîðà ìà¹ ìiðó Ëåáåãà 0 i áóäü-ÿêà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè ìiðè
0 ¹ ìíîæèíîþ Ëåáåãà ìiðè 0, òîáòî ¯̀

(
f−1 (V )

)
= 0. Ïðîòå, f−1 (V ) � íå

áîðåëåâà ìíîæèíà, â iíøîìó âèïàäêó f
(
f−1 (V )

)
= V ìàëà áóòè áîðåëåâîþ,

ùî ñóïåðå÷èòü âèçíà÷åííþ V . Îòæå, f−1 (V ) ¹ ìíîæèíîþ Ëåáåãà, ÿêà íå ¹
ìíîæèíîþ Áîðåëÿ.

Çàâäàííÿ 41. Íåõàé {Ω,F ,P} =
{

[0, 1] , B̄ ([0, 1]) , ¯̀
}
, äå B̄ ([0, 1]) � σ-àëãåáðà

ìíîæèí Ëåáåãà. Ïîêàçàòè, ùî ïðîäàêò ïðîñòið {Ω× Ω,F ⊗ F ,P× P} íå
¹ ïîâíèé.

Çàâäàííÿ 42. Íåõàé {Ei, Ei, νi} � ïðîñòîðè ç ìiðîþ, Ēi � ïîïîâíåíi σ-
àëãåáðè çà ìiðîþ νi, i = 1, 2. Ïîêàçàòè, ùî ïîïîâíåííÿ ïðîäàêò σ-àëãåáð
E1 ⊗ E2 òà Ē1 ⊗ Ē2 çáiãàþòüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî ïîáóäîâó éìîâiðíiñíî¨ ìiðè íà ïðîäàêò-ïðîñòîði. Íåõàé
ìà¹ìî ñiì'þ ïîëüñüêèõ ïðîñòîðiâ {Ωi, Ti}i∈N, Fi � σ-àëãåáðè áîðåëåâèõ

38Ðîçãëÿíåìî êëàñ ìíîæèí Ax = {frac(x+ r), r ∈ [0, 1] ∩Q}, äå frac (x) � äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà x.
Âiäìiòèìî, ùî ÷àñòèíà ìíîæèí çáiãà¹òüñÿ ìiæ ñîáîþ, çîêðåìà, Ar1 = Ar2 , ∀r1, r2 ∈ [0, 1] ∩ Q. Iíäåêñè
òàêèõ ìíîæèí óòâîðþþòü êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi. Âèáåðåìî ïî îäíîìó x äëÿ êîæíîãî êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi
i ïîçíà÷èìî îòðèìàíó ìíîæèíó ÿê V . Ïðèïóñòèìî, ùî V ∈ B ([0, 1]) òà ` (V ) = m. Âèçíà÷èìî
Vx = {frac (x+ v) , v ∈ V }, âíàñëiäîê iíâàðiàíòíîñòi ïî çñóâó ìiðè Ëåáåãà ìà¹ìî ` (Vx) = m. Êðiì òîãî,
∨x∈[0,1]∩QVx = [0, 1], òîäi

∑
x∈[0,1]∩Qm = 1, ùî íåìîæëèâî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñòàëî¨ m.
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Àëãîðèòì 11 Ïîáóäîâà íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ Êàíòîðà

cantorstairs <-function(x,n){
if (n==0){ return(x)} else{

if(0 <= x & x < 1/3){
return(cantorstairs (3*x,n-1)/2)

} else if(1/3 <= x & x < 2/3){
return (1/2)

} else {
return ((1+ cantorstairs (3*x-2,n-1))/2)}}}

x<-seq (0 ,1 ,0.001)
c_x <- sapply(x, cantorstairs , n = 10)
f_x<-c_x+x
plot(c_x~x,type="l")
plot(f_x~x,type="l")

ìíîæèí, i íåõàé P1,P2, . . . � iìîâiðíiñíi ìiðè íà {Ω1,F1}, {Ω1 × Ω2,F1 ⊗F2},
. . . , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó óçãîäæåíîñòi :

Pn+1 (Bn × Ωn+1) = Pn (Bn) ,∀Bn ∈ ⊗ni=1Fi, n ∈ N.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B∗ âèìiðíèé öèëiíäð â ïðîñòîði ×i∈NΩi ç îñíîâîþ Bn ∈
⊗ni=1Fi, òîáòî

B∗ = {ω ∈ ×i∈NΩi : (ω1, . . . , ωn) ∈ Bn} .
Âiäìiòèìî, ùî ìàþ÷è ñêií÷åííó êiëüêiñòü âèìiðíèõ öèëiíäðiâ, ìîæåìî
ââàæàòè, ùî ¨õ îñíîâè ìàþòü îäíàêîâó ðîçìiðíiñòü. Äiéñíî, íåõàé ìà¹ìî äâà
öèëiíäðè A∗ òà B∗ ç âiäïîâiäíèìè îñíîâàìè A ∈ ⊗ni=1Fi òà B ∈ ⊗n+k

i=1 Fi,
n, k ∈ N. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C = A× Ωn+1 × · · · × Ωn+k òà ÷åðåç C∗ öèëiíäð ç
îñíîâîþ C. Îñêiëüêè C∗ = A∗, óçÿâøè äî ðîçãëÿäó çàìiñòü A∗ ìíîæèíó C∗,
îòðèìà¹ìî òó æ ñàìó ïàðó öèëiíäðiâ, ïðîòå âæå ç îäíàêîâîþ ðîçìiðíiñòþ
îñíîâ.

Òåîðåìà À.10 (Äàíi¹ëÿ ïðî ïðîäîâæåííÿ ìiðè íà {×i∈NΩi,⊗i∈NFi}). Iñíó¹
¹äèíà éìîâiðíiñíà ìiðà P íà {×i∈NΩi,⊗i∈NFi} òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
âèìiðíîãî öèëiíäðó B∗ â ïðîñòîði ×i∈NΩi ç îñíîâîþ B ∈ ⊗ni=1Fi, n ∈ N,
ìà¹ìî

P (B∗) = Pn (B) .

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ P íà âèìiðíèõ öèëiíäðàõ B∗ ç îñíîâàìè
B ðîçìiðíîñòi n ÿê P (B∗) = Pn (B). Óçãîäæåíiñòü ìið Pn çàáåçïå÷ó¹
êîðåêòíiñòü òàêîãî îçíà÷åííÿ. Ðîçãëÿíåìî öèëiíäðè B∗i ç îñíîâàìè Bi, i =
= 1, . . . , k, ÿê áóëî çàçíà÷åíî ðàíiøå ìîæåìî ââàæàòè, ùî óñi îñíîâè ìàþòü
îäíàêîâó ðîçìiðíiñòü, ñêàæiìî, n. Äîâèçíà÷èìî P äëÿ îá'¹äíàííÿ öèëiíäðiâ
ÿê Pn

(
∪ki=1Bi

)
. ßêùî öèëiíäðè íåñóìiñíi, ìà¹ìî ùî îñíîâè òàêîæ ìàþòü áóòè
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íåñóìiñíèìè, òîìó

P
(
∨ki=1B

∗
i

)
= Pn

(
∨ki=1Bi

)
=

k∑
i=1

Pn (Bi) =
k∑
i=1

P (B∗i ) .

Òîáòî, P ¹ ñêií÷åííî àäèòèâíèì íà àëãåáði ñêií÷åííèõ îá'¹äíàíü âèìiðíèõ
öèëiíäðiâ. ßêùî ïîêàçàòè, ùî P ¹ çëi÷åííî-àäèòèâíèì íà öié àëãåáði, òîäi çà
òåîðåìîþ ïðî ïðîäîâæåííÿ ìiðè ç íàïiâêiëüöÿ éîãî ìîæíà áóäå îäíîçíà÷íî
ïðîäîâæèòè äî éìîâiðíiñíî¨ ìiðè íà ⊗i∈NFi. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè
íåïåðåðâíiñòü â íóëi.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü öèëiíäðiâ B∗n ↓ ∅, ïðîòå

lim
n→∞

P (B∗n) = δ > 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç mn ðîçìiðíîñòi îñíîâ äëÿ B∗n, i áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi
ïðèïóñòèìî, ùî {mn} � çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü. Îñêiëüêè îñíîâè áîðåëåâi,
çà òåîðåìîþ ïðî íàáëèæåííÿ êîìïàêòîì äîâiëüíî¨ áîðåëåâî¨ ìíîæèíè
iñíóþòü êîìïàêòè Cn ⊂ Bn:

Pmn
(Bn\Cn) ≤ δ/2n+1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C∗n öèëiíäðè ç îñíîâàìè Cn, òîäi

P (B∗n\C∗n) ≤ δ/2n+1.

Âèçíà÷èìî öèëiíäð D∗n ÿê ∩nk=1C
∗
k i íåõàé Dn âèçíà÷à¹ îñíîâó öi¹¨ ìíîæèíè.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ìíîæèíè B∗n ñïàäàþòü, ìà¹ìî

P (B∗n\D∗n) ≤
n∑
k=1

P (B∗n\C∗k) ≤
n∑
k=1

P (B∗k\C∗k) ≤ δ/2.

Çâiäêè âèâîäèìî
lim
n→∞

P (D∗n) ≥ δ/2 > 0.

Ïîêàæåìî, ùî öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî D∗n ↓ ∅.
Âèáåðåìî â êîæíié ìíîæèíi D∗n ïî îäíié òî÷öi

xn = (xn (1) , xn (2) , . . . ) ,

òîäi ∀k ∈ N ïîñëiäîâíiñòü {(xn (1) , . . . , xn (mk))}n∈N ìiñòèòüñÿ âDk. Îñêiëüêè
D1 � êîìïàêò, ç ïðèíàëåæíîñòi (xn (1) , . . . , xn (m1)) ∈ D1 ìà¹ìî ùî iñíó¹
çáiæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü(

xn1i (1) , . . . , xn1i (m1)
)
→ (y1, . . . , ym1

) ∈ D1.

270



Çíîâ, îñêiëüêè óñi
(
xn1i (1) , . . . , xn1i (m2)

)
íàëåæàòü êîìïàêòó D2, iñíó¹ çáiæíà

ïiäïîñëiäîâíiñòü(
xn2i (1) , . . . , xn2i (m2)

)
→ (y1, . . . , ym2

) ∈ D2,

òîùî. Ïîçíà÷èìî lk = nkk (òîáòî, ðîçãëÿíåìî äiàãîíàëüíó ïîñëiäîâíiñòü), òîäi

xlk (i)→ yi, i ∈ N,

ïðè÷îìó ïîñëiäîâíiñòü

(y1, y2, . . . ) ∈ D∗n,∀n ∈ N,

ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî D∗n ↓ ∅. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü
íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ P â íóëi.

Ïðèêëàä (iìîâiðíiñíi ìiðè íà ïðîñòîði ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé). Íåõàé Ω =
R∞ i íåõàé ìà¹ìî ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó {Fn (x)}n∈N, âèçíà÷åíi íà R. Çàäàìî
ôóíêöiþ ðîçïîäiëó íà Rn ÿê

Gn (x1, . . . , xn) = F1 (x1) . . . Fn (xn)

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pn âiäïîâiäíi ðîçïîäiëè íà B (Rn). Îòðèìàíà ñiì'ÿ
éìîâiðíiñíèõ ìið óçãîäæåíà i òîìó çà òåîðåìîþ Äàíi¹ëÿ ïðî ïðîäîâæåííÿ
ìiðè íà {×i∈NΩi,⊗i∈NFi} iñíó¹ ¹äèíà éìîâiðíiñíà ìiðà íà {R∞,B (R∞)}, äëÿ
ÿêî¨ ∀B ∈ B (Rn): P {x ∈ R∞ : (x1, . . . , xn) ∈ B} = Pn (B), çîêðåìà, ìà¹ìî ùî

P {x ∈ R∞ : x1 < y1, . . . , xn < yn} = Gn (y1, . . . , yn) .

Íàïðèêëàä, ÿêùî óçÿòè ÿê {Fn (x)}n∈N ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó Áåðíóëëi:

Fn (x) =


0, x ≤ 0,

q, 0 < x ≤ 1,

1, x > 1,

òîäi P âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñíó ìiðó íà ïðîñòîði ïîñëiäîâíîñòåé{
Ω = {0, 1}N ,B (Ω)

}
, äëÿ ÿêî¨

P {ω : ω1 = ε1, . . . , ωn = εn} = (1− q)
∑
εi qn−

∑
εi,

äå εi ∈ {0, 1}, i ∈ N. ßêùî æ

Fn (x) =


0, x ≤ 0,

x, 0 < x ≤ 1,

1, x > 1,
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òî P âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñíó ìiðó íà {[0, 1]∞ ,B ([0, 1]∞)}, ÿêà öèëiíäðàì ç
ïðÿìîêóòíîþ îñíîâîþ [a1, b1]×. . .×[an, bn], 0 ≤ ai < bi ≤ 1, â êóái íåñêií÷åííî¨
ðîçìiðíîñòi ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ìiðó Ëåáåãà öèõ ïðÿìîêóòíèêiâ:

P
{
x ∈ [0, 1]∞ : xi ∈ [ai, bi] , i = 1, n

}
=

n∏
i=1

(bi − ai) .

Òåîðåìà Äàíi¹ëÿ ïðî ïðîäîâæåííÿ ìiðè íà {×i∈NΩi,⊗i∈NFi} ìà¹ ìiñöå
äëÿ äîâiëüíèõ ïîëüñüêèõ ïðîñòîðiâ, i çà äîäàòêîâèõ îáìåæåíü íà ìiðè
Pn òâåðäæåííÿ ìîæíà óçàãàëüíèòè íà áóäü-ÿêi âèìiðíi ïðîñòîðè. ßêùî
âiäøòîâõóâàòèñü ëèøå âiä óìîâè óçãîäæåíîñòi, òî ãàðàíòóâàòè iñíóâàííÿ
ìiðè äëÿ âèïàäêó äîâiëüíèõ âèìiðíèõ ïðîñòîðiâ íå âäàñòüñÿ.

Ïðèêëàä (iñòîòíiñòü óìîâ òåîðåìè Äàíi¹ëÿ). Âiçüìåìî ÿê ïðîñòið Ω iíòåðâàë
(0, 1], i çàäàìî íà íüîìó âiäîáðàæåííÿ

fn (ω) =

{
0, ω /∈ (0, 1/n) ,

1, ω ∈ (0, 1/n) .

Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü êëàñiâ Kn ìíîæèí A ⊂ Ω, äëÿ ÿêèõ ∃Bi ∈ B (R),
i = 1, n, ùî

A = {ω : (f1 (ω) , . . . , fn (ω)) ∈ B1 × . . .×Bn} .

Âðàõîâóþ÷è, ùî

{(f1, . . . , fn) ∈ B1 × . . .×Bn} = {(f1, . . . , fn, fn+1) ∈ B1 × . . .×Bn × R} ,

ìà¹ìî Kn ⊂ Kn+1. Íà ìíîæèíàõ A êëàñó Kn âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

Pn (A) =

{
1, (1, . . . , 1) ∈ B1 × . . .×Bn,

0, (1, . . . , 1) 6∈ B1 × . . .×Bn.

Âiäìiòèìî, ùî òàê âèçíà÷åíà ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi
óçãîäæåíîñòi:

∀A ∈ Kn : Pn+1 (A) = Pn (A) .

Öþ ñiì'þ âiäîáðàæåíü ìîæåìî äîâèçíà÷èòè äî éìîâiðíiñíèõ ìið íà {Ω,Fn},
äå Fn = σ (Kn), äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà óçãîäæåíîñòi. Ïðèïóñòèìî, ùî
iñíó¹ ìiðà P íà {Ω,F}, äå F = σ (∪nFn), äëÿ ÿêî¨ P (A) = Pn (A), ∀A ∈ Fn.
Òîäi ∀n ∈ N ìíîæèíè

An = {ω : f1 (ω) = · · · = fn (ω) = 1} ∈ Fn ⊂ F : P (An) = Pn (An) = 1.

Ïðîòå An = (0, 1/n) ↓ ∅, ùî ñóïåðå÷èòü íåïåðåðâíîñòi â íóëi ìiðè P. Îñíîâíà
ïðè÷èíà ñóïåðå÷íîñòi ïîëÿãà¹ ó íåïîâíîòi ïðîñòîðó Ω.
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê íåçëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ïîëüñüêèõ ïðîñòîðiâ
{Ωt, Tt}t∈T , Ft � σ-àëãåáðè áîðåëåâèõ ìíîæèí, i íåõàé äëÿ êîæíîãî
ñêií÷åííîãî íàáîðó ðiçíèõ òî÷îê t1, . . . , tn ∈ T çàäàíi éìîâiðíiñíi ìiðè
Pt1,...,tn íà {Ωt1 × . . .× Ωtn,Ft1 ⊗ . . .⊗Ftn}, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè
óçãîäæåíîñòi:

1. (Iíâàðiàíòíiñòü çà ïåðåñòàíîâêàìè). Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ t1, . . . , tn ∈
T , ìíîæèí Bi ∈ Fti òà ïåðåñòàíîâêè (i1, . . . , in) iíäåêñiâ (1, . . . , n) ìà¹ìî

Pt1,...,tn (B1 × . . .×Bn) = Pti1 ,...,tin (Bi1 × . . .×Bin) .

2. (Iíâàðiàíòíiñòü çà ïðîåêöiÿìè). Äëÿ äîâiëüíîãî m ≤ n

Pt1,...,,tm,...,tn (B1 × . . .× Ωtm × . . .×Bn) =

= Pt1,...,tm−1,tm+1,...,tn (B1 × . . .×Bm−1 ×Bm+1 × . . .×Bn) .

Çàâäàííÿ 43. Íåõàé (i1, . . . , in) âèçíà÷à¹ ïåðåñòàíîâêó iíäåêñiâ (1, . . . , n),
gn òà hn âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷åíi íà T n ÿê

gn (t1, . . . , tn) = (ti1, . . . , tin) òà hn (t1, . . . , tn) = (t1, . . . , tn−1) ,

à Gn òà Hn âèçíà÷åíi íà ×ni=1Ωti ÿê

Gn (x1, . . . , xn) = (xi1, . . . , xin) òà Hn (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn−1) .

Ïîêàçàòè, ùî óçãîäæåíiñòü ñiì'¨ éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ Pt1,...,tn
åêâiâàëåíòíà âèêîíàííþ òàêèõ ðiâíîñòåé

Pgn(t1,...,tn) = Pt1,...,tn ◦G−1
n òà Phn(t1,...,tn) = Pt1,...,tn ◦H−1

n .

Çàâäàííÿ 44. Íåõàé I = {t1, . . . , tn} ⊂ T i BI ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó ôóíêöié,
çàäàíèõ íà ìíîæèíi I: x (ti) ∈ Bti ∈ Fti, i = 1, n. Ïîêëàäåìî

PI
(
BI
)

= Pt1,...,tn (Bt1 × . . .×Btn) .

Ïîêàçàòè, ùî ç óìîâ óçãîäæåíîñòi âèïëèâà¹, ùî

PI
(
BI
)

= PJ ◦
(
πJI
)−1 (

BI
)
,

äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè J ⊂ T , ÿêà ìiñòèòü I.

Óìîâè óçãîäæåíîñòi äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè ìiðó íà {×t∈TΩt,⊗t∈TFt}
òàê, ùîá ìiðà öèëiíäðiâ ç îñíîâàìè B ∈ Ft1 ⊗ . . . ⊗ Ftn çáiãàëàñü ç ìiðàìè
Pt1,...,tn öèõ îñíîâ.

Òåîðåìà À.11 (Êîëìîãîðîâà ïðî óçãîäæåíó ñiì'þ éìîâiðíiñíèõ ìið). Iñíó¹
¹äèíà éìîâiðíiñíà ìiðà P íà {×t∈TΩt,⊗t∈TFt} òàêà, ùî ∀n ∈ N, ðiçíèõ ti ∈
T òà Bi ∈ Fti, i = 1, n:

P {x ∈ ×t∈TΩt : x (t1) ∈ B1, . . . , x (tn) ∈ Bn} = Pt1,...,tn (B1 × . . .×Bn) .
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé B∗ ∈ ⊗t∈TFt, òîäi çà òåîðåìîþ ïðî ñòðóêòóðó σ-àëãåáðè
öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí iñíó¹ íå áiëüøå íiæ çëi÷åííà ìíîæèíà iíäåêñiâ S =
= {si}Ni=1 ⊂ T , N ≤ ∞, òà ìíîæèíà B ∈ ⊗Ni=1Fsi òàêi, ùî

B∗ = CylS (B) = {x ∈ ×t∈TΩt : (x (si) , i ≤ N) ∈ B} .

Äëÿ ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíè iíäåêñiâ S çà òåîðåìîþ Äàíi¹ëÿ ïðî ïðîäîâæåííÿ
ìiðè íà {×i∈NΩi,⊗i∈NFi} íà ⊗Ni=1Fsi âèçíà÷åíà éìîâiðíiñíà ìiðà PS, äëÿ ÿêî¨

PS
{
x ∈ ×Ni=1Ωsi : x (s1) ∈ B1, . . . , x (sn) ∈ Bn

}
= Ps1,...,sn (B1 × . . .×Bn) ,

Bi ∈ Fsi, i = 1, n, n ≤ N .
Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ P äëÿ B∗ ÿê

P (B∗) = PS (B)

i ïîêàæåìî, ùî öå âiäîáðàæåííÿ íå çàëåæèòü âiä ïîäàííÿ B∗. Äiéñíî, íåõàé
S ′ òà S ′′ � íå áiëüøå íiæ çëi÷åííi ìíîæèíè iíäåêñiâ ç T , òà B′ ∈ ⊗s′∈S′Fs′ i
B′′ ∈ ⊗s′′∈S′′Fs′′ òàêi, ùî

B∗ = CylS′ (B
′) = CylS′′ (B

′′) .

Òîäi âèçíà÷èìî ìíîæèíè S = S ′∪S ′′ òà B ∈ ⊗s∈SFs, äëÿ ÿêèõ B∗ = CylS (B).
Çâiäêè, çàñòîñîâóþ÷è óìîâè óçãîäæåíîñòi, ìà¹ìî

PS′ (B
′) = PS (B) = PS′′ (B

′′) .

Îòæå, P (B∗) íå çàëåæèòü âiä ñïîñîáó ïîäàííÿ B∗.
Äëÿ òîãî, ùîá íàçâàòè âiäîáðàæåííÿ P ìiðîþ, çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè

óìîâó çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi. Ðîçãëÿíåìî íåñóìiñíi ìíîæèíè B∗n ∈ ⊗t∈TFt,
ÿê i ðàíiøå iñíó¹ íå áiëüøå íiæ çëi÷åííà ìíîæèíà iíäåêñiâ S, òà ìíîæèíè
Bn ∈ ⊗i∈NFsi òàêi, ùî B∗n = CylS (Bn). Îñêiëüêè PS ¹ éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ,
ìà¹ìî

P (∨B∗n) = P (∨CylS (Bn)) = PS (∨Bn) =
∑

PS (Bn) =
∑

P (B∗n) .

Âiäìiòèìî, ùî óìîâà óçãîäæåíîñòi äëÿ PI iç çàâäàííÿ 44
äîçâîëÿ¹ ñôîðìóëþâàòè òåîðåìó òàê: iñíó¹ ¹äèíà éìîâiðíiñíà ìiðà P íà
{×t∈TΩt,⊗t∈TFt}:

P ◦ π−1
I = PI

äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè I ⊂ T 39.

39Äèâ. Theorem 14.36 â Klenke A. Probability theory: a comprehensive course. London: Springer, 2013.
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Âïðàâà À.33. Íåõàé íà ìíîæèíi ïàðàìåòðiâ T çàäàíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê
�. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ òîãî, ùîá çàäàòè óçãîäæåíó ñiì'þ éìîâiðíiñíèõ ìið
äîñòàòíüî çàäàòè iíâàðiàíòíi çà ïðîåêöiÿìè éìîâiðíiñíi ìiðè Pt1,...,tn íà
{×ni=1Ωti,⊗ni=1Fti} äëÿ tn � . . . � t1 ∈ T .

Ïðèêëàä (ìiðà Âiíåðà). Íåõàé T = [0,∞) i âèçíà÷èìî ìiðó íà ïðîñòîði
äiéñíèõ ôóíêöié

{
RT ,⊗t∈TB (R)

}
òàêèì ÷èíîì. Ñïî÷àòêó çàäàìî ñiì'þ

éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ íà B (Rn) ÿê ∀t1 < t2 < . . . < tn ∈ T,B =
= B1 × . . .×Bn, Bi ∈ B (R), i = 1, . . . , n:

Pt1,...,tn (B) =

∫
B1

. . .

∫
Bn

ft1 (y1|0) ft2−t1 (y2|y1) . . . ftn−tn−1 (yn|yn−1) dyn . . . dy1,

äå
ft (y|x) = (2πt)−1/2 exp

{
− (y − x)2 / (2t)

}
, x, y ∈ R.

Âåëè÷èíó Pt1,...,tn (B) ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê iìîâiðíiñòü òîãî, ùî â
ìîìåíòè ti êîîðäèíàòà ïîëîæåííÿ ïåâíî¨ ÷àñòèíêè íàëåæèòü Bi. Ïðè öüîìó
ìíîæíèêè ftk−tk−1 (yk|yk−1) dyk � ÿê iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷àñòèíêà, ÿêà
âèõîäèòü ç òî÷êè yk−1, çà ÷àñ tk − tk−1 ïîïàäà¹ â îáëàñòü dyk òî÷êè yk. À
ñàì äîáóòîê öèõ ìíîæíèêiâ � ÿê íåçàëåæíiñòü ïðèðîñòiâ ðóõó ÷èñòèíêè íà
íåñóìiñíèõ iíòåðâàëàõ ÷àñó.

Òàê ïîáóäîâàíà ñiì'ÿ ìið ¹ óçãîäæåíîþ i âiäïîâiäíî çà òåîðåìîþ
Êîëìîãîðîâà ïðî óçãîäæåíó ñiì'þ éìîâiðíiñíèõ ìið ìîæå áóòè ïðîäîâæåíà
îäíîçíà÷íî äî ìiðè PW íà

{
RT ,⊗t∈TB (R)

}
. Îòðèìàíà ìiðà ìà¹ íàçâó ìiðè

Âiíåðà.

Çàâäàííÿ 45. Íåõàé ìà¹ìî ñiì'þ

{Pt (x,B) , t ∈ T, x ∈ R, B ∈ B (R)} ,

åëåìåíòè ÿêî¨ Pt (x,B) ¹ âèìiðíi ôóíêöi¨ ïî x òà éìîâiðíiñíi ìiðè ïî B,
äëÿ ÿêèõ ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

Ps+t (x,B) =

∫
R
Pt (y,B)Ps (x, dy)

òà äëÿ t = 0:
P0 (x,B) = 1B (x) .

Ïîêàçàòè, ùî

Pt1,...,tn (B) =

∫
Bn

. . .

∫
B1

Pt1 (0, dy1)Pt2−t1 (y1, dy2) . . . Ptn−tn−1 (yn−1, dyn) ,

äå t1 < t2 < . . . < tn ∈ T,B = B1× . . .×Bn, Bi ∈ B (R), i = 1, . . . , n, âèçíà÷à¹
ñiì'þ óçãîäæåíèõ iìîâiðíiñíèõ ìið.
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ïîêàçàòè, ùî ìiðà Ëåáåãà óñiõ iíòåðâàëiâ, íà ÿêèõ ôóíêöiÿ Êàíòîðà ¹
ñòàëîþ, äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

2. Íåõàé {E, E , ν} � ïðîñòið çi σ-ñêií÷åííîþ ìiðîþ i íåõàé E = σ (A), äå A
� äåÿêà àëãåáðà. Ïîêàçàòè, ùî íà A ìiðà ν ìîæå i íå áóòè σ-ñêií÷åííîþ.

3. Íåõàé {E, E} � âèìiðíèé ïðîñòið i íåõàé E = σ (A), äå A � äåÿêà
àëãåáðà. Ïîêàçàòè, ùî íåâiä'¹ìíå ñêií÷åíî-àäèòèâíå âiäîáðàæåííÿ ν íà
A: ν (∅) = 0, ìîæå i íå áóòè ïðîäîâæåíå äî ìiðè íà E .

4. Íåõàé
{
RT ,⊗t∈TB (R) ,P

}
� ïðîñòið äiéñíèõ ôóíêöié ç iìîâiðíiñíîþ

ìiðîþ, ïîçíà÷èìî Pt1,...tn (B) = P (Cylt1,...,tn (B)), B ∈ B (Rn). Ïîêàçàòè,
ùî ñiì'ÿ {Pt1,...tn, ti ∈ T} ¹ óçãîäæåíîþ ñiì'¹þ éìîâiðíiñíèõ ìið.

À.4.Âèïàäêîâi åëåìåíòè

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé {Ω,F} òà {E, E} � äâà âèìiðíi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ
f : Ω→ E íàçèâàþòü F/E-âèìiðíèìi ïîçíà÷àþòü ÿê f ∈ F/E , ÿêùî ∀B ∈ E :

f−1 (B) = {x : f (x) ∈ B} ∈ F .

ßêùî {E, E} = {R,B (R)}, òî âèìiðíiñòü âiäîáðàæåííÿ ïîçíà÷àþòü f ∈ F .

Âïðàâà À.34. 1. Íåõàé {Ω,F}, {E, E}, {H,H} � âèìiðíi ïðîñòîðè, f ∈ F/E
òà g ∈ E/H. Ïîêàçàòè, ùî g ◦ f ∈ F/H.

2. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f : Ω→ E ¹ F/E-âèìiðíèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè äëÿ äåÿêîãî êëàñó K: σ (K) = E ìà¹ìî, ùî f−1 (B) ∈ F , ∀B ∈ K.

Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ìåòîä ïiäõîæèõ ìíîæèí.
3. Íåõàé F òà E � áîðåëåâi σ-àëãåáðè, ïîêàçàòè ùî íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ f : Ω→ E ¹ F/E-âèìiðíèì.
Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ðåçóëüòàò ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó ç K, ÿêèé

âèçíà÷åíèé ÿê òîïîëîãiÿ, ùî ïîðîäæó¹ E .
4. Ïîêàçàòè, ùî îáðàç âèìiðíî¨ ìíîæèíè äëÿ âèìiðíîãî âiäîáðàæåííÿ

íåîáîâ'ÿçêîâî âèìiðíà ìíîæèíà.
Âêàçiâêà. Ðîçãëÿíóòè {Ω,F} = {R,B (R)}, {E, E} = {R, {∅,R}}, òà ÿê

f óçÿòè òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ.
5. Íåõàé {Ω1,F1}, {Ω2,F2}, {E, E} � âèìiðíi ïðîñòîðè, âiäîáðàæåííÿ

f : Ω1 × Ω2 → E ¹ F1 ⊗ F2/E-âèìiðíèì. Ïîêàçàòè, ùî f (x0, y) ∈ F2/E äëÿ
äîâiëüíîãî x0 ∈ Ω1.

Âêàçiâêà. Ïîäàòè f (x0, y) = f ◦ g (y), äå g (y) = (x0, y), i ïîêàçàòè, ùî
g ∈ F2/F1 ⊗F2.

Çàâäàííÿ 46. Íåõàé F òà E � áîðåëåâi σ-àëãåáðè, ïîêàçàòè ùî ìíîæèíà
òî÷îê, â ÿêèõ âiäîáðàæåííÿ f : Ω→ E íå ¹ íåïåðåðâíèì ¹ áîðåëåâîþ.
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Ïðèêëàä (ìîíîòîííèé êëàñ äiéñíèõ ôóíêöié). Ïîçíà÷èìî ÷åðåçM ìíîæèíó
ôóíêöié f : Ω→ R, ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

• f (x) ≡ 1 ∈M ;

• äëÿ äîâiëüíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié f òà g çM òà äîâiëüíèõ ÷èñåë a, b ∈
R ôóíêöiÿ af + bg ∈M ;

• äëÿ äîâiëüíî¨ ìîíîòîííî çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié
{fn} ç M ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ f ∈M .

Ïîêàæåìî, ùî ÿêùî P � äåÿêà π-ñèñòåìà, ÿêà ïîðîäæó¹ F òà

1A ∈M, ∀A ∈ P ,

òîäi M âêëþ÷à¹ óñi îáìåæåíi òà óñi íåâiä'¹ìíi F -âèìiðíi ôóíêöi¨.
Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî 1A ∈M , ∀A ∈ F . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

D = {A ∈ F : 1A ∈M}

êëàñ ïiäõîæèõ ìíîæèí. Âðàõîâóþ÷è, ùî 1Ω ≡ 1 ∈ M ìà¹ìî Ω ∈ D. Äàëi,
∀A ⊂ B ∈ D:

1B\A = 1B − 1A ∈M,

à òàêîæ ∀Ai ∈ D:
1∨Ai =

∑
1Ai ∈M.

Çâiäêè âèâîäèìî, ùî D ¹ d-ñèñòåìîþ. Îñêiëüêè P ⊂ D, çà íàñëiäêîì ïðî
ìîíîòîííèé êëàñ F = σ (P) ⊂ D.

ÎñêiëüêèM âêëþ÷à¹ iíäèêàòîðè, öÿ ìíîæèíà òàêîæ ìiñòèòü óñi ïðîñòi
ôóíêöi¨

m∑
i=1

xi1Ai,

äå xi � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà, à {Ai}mi=1 � ìíîæèíè çF , ÿêi óòâîðþþòü ðîçáèòòÿ Ω.
Ïðîñòi ôóíêöi¨ ¹ F -âèìiðíèìè i äëÿ äîâiëüíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ F -âèìiðíî¨ ôóíêöi¨
f iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòèõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié fn ↑ f . Îñêiëüêè fn ∈M ,
çà îçíà÷åííÿì ìíîæèíè M ôóíêöiÿ f ìiñòèòüñÿ â M . ßêùî f � îáìåæåíà
F -âèìiðíà ôóíêöiÿ, òîäi ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ÿê f+ − f−, äå f+, f− � íåâiä'¹ìíi
îáìåæåíi F -âèìiðíi ôóíêöi¨, à îòæå f ÿê ðiçíèöÿ äâîõ ôóíêöié çM ìiñòèòüñÿ
â M .

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé {Ω,F ,P} � iìîâiðíiñíèé ïðîñòið, òîäi F/E-âèìiðíå
âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòü âèïàäêîâèì åëåìåíòîì çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði
E.
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ßêùî {E, E} = {R,B (R)}, òî âèïàäêîâèé åëåìåíò íàçèâàþòü
âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ (â.â.), ÿêùî {E, E} = {Rn,B (Rn)}, òî � äiéñíèì
âèïàäêîâèì âåêòîðîì, {E, E} = {R∞,B (R∞)}, òî � äiéñíîþ âèïàäêîâîþ
ïîñëiäîâíiñòþ, à ÿêùî {E, E} =

{
R[0,∞),⊗t∈[0,∞)B (R)

}
, òî � äiéñíèì

âèïàäêîâèì ïðîöåñîì (â.ï.).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

FX =
{
X−1 (B) , B ∈ E

}
,

i âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïðîîáðàçiâ, ìà¹ìî ùî öåé êëàñ âèçíà÷à¹ σ-àëãåáðó,
ÿêó áóäåìî íàçèâàòè σ-àëãåáðîþ ïîðîäæåíîþ âèïàäêîâèì åëåìåíòîì X.
Âiäìiòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿX áóäå âèïàäêîâèì åëåìåíòîì òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè FX ⊂ F .
Âïðàâà À.35. Íåõàé {Ω,F} = {E, E} = {R,B (R)}, X (ω) = 1(−∞,0] (ω).
Îïèñàòè FX .

Çàâäàííÿ 47. Íåõàé X, Y � âèïàäêîâi åëåìåíòè çi çíà÷åííÿìè â ïîëüñüêèõ
ïðîñòîðàõ ç áîðåëåâèìè σ-àëãåáðàìè, {E, E} òà {H,H} âiäïîâiäíî.
Ïîêàçàòè, ùî

X ∈ FY /E
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ âèìiðíå âiäîáðàæåííÿ f : H → E òàêå, ùî

X = f ◦ Y.

Íåõàé {E, E} = {×t∈TEt,⊗t∈TEt}, äå {Et, Et}t∈T � ñiì'ÿ âèìiðíèõ
ïðîñòîðiâ, òîäi âèïàäêîâèé åëåìåíò X íàçèâàþòü âèïàäêîâîþ ôóíêöi¹þ
(â.ô.). Äëÿ âiäîáðàæåííÿ

πt : ×t∈TEt → Et, t ∈ T,

âèçíà÷åíîãî ÿê πt (x) = xt, ìà¹ìî

π−1
t (Bt) = Cylt (Bt) ∈ ⊗t∈TEt,∀Bt ∈ Et,

òîìó πt ¹ ⊗t∈TEt/Et-âèìiðíå ∀t ∈ T , à çíà÷èòü ∀t ∈ T : X (t, ω) = πtX (ω) ¹
F/Et-âèìiðíèì ïî ω. Òîáòî, X (t, ω) ¹ âèïàäêîâèì åëåìåíòîì â Et. Ìà¹ ìiñöå
i çâîðîòí¹ òâåðäæåííÿ.

ßêùî {X (t, ω)}t∈T � ñiì'ÿ âèïàäêîâèõ åëåìåíòiâ â {Et, Et}, òîäi
X (ω) = X (·, ω) âèçíà÷à¹ â.ô. íà ïðîñòîði {×t∈TEt,⊗t∈TEt}. Äiéñíî,

{ω : X (ω) ∈ Cylt (Bt)} = {ω : X (t, ω) ∈ Bt} ∈ F ,

òîáòî ïðîîáðàçè åëåìåíòàðíèõ öèëiíäðiâ âèìiðíi. Îñêiëüêè

Cylt1,...,tn (Bt1 × · · · ×Btn) = ∩ni=1Cylti (Bti) ,

ìà¹ìî X−1 (B) ∈ F äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ç êëàñó âèìiðíèõ öèëiíäðiâ, à
çíà÷èòü i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè ç σ-àëãåáðè öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí E . Òîáòî,
X (·) ¹ â.ô., i îòæå, ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà À.12 (ïðî åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ â.ô.). Ñiì'ÿ {Xt (ω) , t ∈ T}
âiäîáðàæåíü ç Ω â Et ¹ ñiì'¹þ âèïàäêîâèõ åëåìåíòiâ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âiäîáðàæåííÿ X (ω) = X· (ω) ¹ â.ô.

Ïðèêëàä (â.ï. ç ì.í. íåïåðåðâíèìè òðà¹êòîðiÿìè). Íåõàé {Xt, t ∈ [0, T ]} �
äiéñíà â.ô. òàêà, ùî ìàéæå íàïåâíî X· ∈ C[0,T ]. Ïîêàæåìî, ùî âèïàäêîâèé
åëåìåíò X (ω) = X· (ω) ¹ F/B

(
C[0,T ]

)
-âèìiðíèì âiäîáðàæåííÿì.

ßê ïîðîäæóþ÷èé êëàñ äëÿ B
(
C[0,T ]

)
âiçüìåìî êëàñ ìíîæèí

Br (x) =

{
y ∈ C[0,T ] : sup

t∈[0,T ]

|xt − yt| ≤ r

}
.

Ïîçíà÷èìî Ω̃ =
{
X ∈ C[0,T ]

}
, òîäi

X−1 (Br (x)) =
{
ω ∈ Ω\Ω̃ : X· (ω) ∈ Br (x)

}
∪
{
ω ∈ Ω̃ : X· (ω) ∈ Br (x)

}
.

Çà óìîâîþ P
(

Ω̃
)

= 1 i, âðàõîâóþ÷è ïîâíîòó éìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó, äëÿ

äîâiëüíî¨ B ⊂ Ω\Ω̃: B ∈ F . Òîáòî, ïåðøà ìíîæèíà îá'¹äíàííÿ ¹ âèìiðíîþ.
Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, äðóãó ìîæåìî ïîäàòè ÿê

∩t∈[0,T ]∩Q

{
ω ∈ Ω̃ : |x (t)−Xt (ω)| ≤ r

}
i, îñêiëüêè Xt ∈ F , çà òåîðåìîþ ïðî åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ â.ô. öÿ ìíîæèíà
òàêîæ íàëåæèòü F .

Âïðàâà À.36. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ â.ô. {Xt, t ∈ [0, T ]} òàêî¨, ùî ì.í. X· ∈
C[0,T ], X

+
T = supt∈[0,T ]Xt ¹ â.â.

Âêàçiâêà. Ïîêàçàòè, ùî ñóïðåìóì íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó ¹
íåïåðåðâíèì ôóíêöiîíàëîì.

Îñíîâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ âèïàäêîâîãî åëåìåíòó ¹ éîãî ðîçïîäië.

Âèçíà÷åííÿ. Íåõàé âèïàäêîâèé åëåìåíò X çàäàíèé íà éìîâiðíiñíîìó
ïðîñòîði {Ω,F ,P} çi çíà÷åííÿìè ó âèìiðíîìó ïðîñòîði {E, E}. Ðîçïîäiëîì
X íàçèâàþòü iìîâiðíiñíó ìiðó PX âèçíà÷åíó íà E ðiâíiñòþ

PX (B) = P ◦X−1 (B) = P {ω ∈ Ω : X (ω) ∈ B} , B ∈ E .

Âïðàâà À.37. Ïîêàçàòè, ùî îçíà÷åííÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî åëåìåíòà
êîðåêòíå. À òàêîæ ïîêàçàòè, ùî ÿêùî íà âèìiðíîìó ïðîñòîði {E, E}
çàäàíà äåÿêà éìîâiðíiñíà ìiðà Q, òî ìîæíà âèçíà÷èòè éìîâiðíiñíèé ïðîñòið
{Ω,F ,P} òà âèïàäêîâèé åëåìåíò X íà íüîìó òàêèé, ùî PX = Q.
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Íåõàé {Et, Et}t∈T � ïîëüñüêi ïðîñòîðè ç âiäïîâiäíèìè σ-àëãåáðàìè
áîðåëåâèõ ìíîæèí, òîäi çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà ïðî óçãîäæåíó ñiì'þ
éìîâiðíiñíèõ ìið äëÿ òîãî, ùîá çàäàòè ðîçïîäië â.ô. {Xt, t ∈ T} äîñòàòíüî
çàäàòè òàê çâàíi ñêií÷åííî âèìiðíi ðîçïîäiëè � ñiì'þ óçãîäæåíèõ iìîâiðíiñíèõ
ìið {Pt1,...,tn, ti ∈ T}, ÿêi âèçíà÷àþòü ðîçïîäië âåêòîðà (Xt1, . . . , Xtn):

Pt1,...,tn (B1 × . . .×Bn) = P {Xt1 ∈ B1, . . . , Xtn ∈ Bn} , Bi ∈ Eti.

Ïðè öüîìó, çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ ðîçïîäiëó ìîæíà çâåñòè äî âèçíà÷åííÿ
îäíîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî ôóíêöiÿ ìà¹ íåçàëåæíi
çíà÷åííÿ.

Âèçíà÷åííÿ. Êëàñè ìíîæèí K1, . . . ,Kn ⊂ F , ÿêi ìiñòÿòü ïðîñòið Ω,
íàçèâàþòü íåçàëåæíèìè, ÿêùî ∀Ai ∈ Ki, i = 1, n:

P (A1 ∩ · · · ∩ An) = P (A1)× . . .× P (An) .

Ñiì'þ êëàñiâ {Kt ⊂ F ,Ω ∈ Kt, t ∈ T} íàçèâàþòü íåçàëåæíîþ, ÿêùî
∀ti ∈ T , i = 1, n: ti 6= tj, i 6= j, êëàñè Kt1, . . . ,Ktn íåçàëåæíi.

Âèïàäêîâi åëåìåíòè {Xt, t ∈ T} çi çíà÷åííÿìè â {E, E} íàçèâàþòü
íåçàëåæíèìè, ÿêùî ∀ti ∈ T,Bi ∈ E , i = 1, n : ti 6= tj, i 6= j:

P {Xt1 ∈ B1, . . . , Xtn ∈ Bn} =
n∏
k=1

P {Xtk ∈ Bk} .

Â.ô. {Xt, t ∈ T} íåçàëåæíà âiä σ-àëãåáðè G ⊂ F , ÿêùî íåçàëåæíi FX òà G.

Òåîðåìà À.13 (ïðî íåçàëåæíi π-ñèñòåìè). Íåõàé π-ñèñòåìè P1, . . . ,Pn ⊂
F íåçàëåæíi òà ìiñòÿòü Ω, òîäi íåçàëåæíèìè òàêîæ ¹ σ-àëãåáðè
ïîðîäæåíi öèìè π-ñèñòåìàìè. Êðiì òîãî, ïîïîâíåííÿ σ-àëãåáð òàêîæ
íåçàëåæíi.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òàêèé êëàñ ïiäõîæèõ ìíîæèí

D1 = {A1 ∈ F : P (A1 ∩ . . . ∩ An) = P (A1)× . . .× P (An) , Ai ∈ Pi, i = 2, n}.

Òàê âèçíà÷åíèé êëàñ ¹ d-ñèñòåìîþ, ùî ìiñòèòü P1, òîäi çà íàñëiäêîì ïðî
ìîíîòîííèé êëàñ σ (P1) ⊂ D1. Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿíåìî êëàñ ìíîæèí

D2 = {A2 ∈ F : P (A1 ∩ . . . ∩ An) = P (A1)× . . .× P (An) ,

A1 ∈ σ (P1) , Ai ∈ Pi, i = 3, n},

äëÿ ÿêîãî σ (P2) ⊂ D2. Ïðîäîâæóþ÷è òàêèì ñàìå ÷èíîì, âñòàíîâëþ¹ìî ùî
σ (Pn) ⊂ Dn. Îòæå,

P (A1 ∩ . . . ∩ An) = P (A1)× . . .× P (An)

äëÿ äîâiëüíèõ Ai ∈ σ (Pi). Äðóãà ÷àñòèíà òåîðåìè âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
ïîïîâíåíî¨ σ-àëãåáðè.
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Âïðàâà À.38. Äîâåñòè íåçàëåæíiñòü ïîïîâíåíü íåçàëåæíèõ σ-àëãåáð.

Òåîðåìà À.14 (Ëîìíèöüêîãî-Óëàìà). Íåõàé {Ωt,Ft,Pt}t∈T � ñiì'ÿ
äîâiëüíèõ iìîâiðíiñíèõ ïðîñòîðiâ, òîäi iñíó¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið
{Ω,F ,P} òà ñiì'ÿ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ åëåìåíòiâ {Xt, t ∈ T} òàêèõ,
ùî PXt

= Pt íà Ft, t ∈ T 40.

Ïiä ÷àñ âèçíà÷åííÿ òà âèâ÷åííÿ ðîçïîäiëó äiéñíèõ â.ô. ìîæå âèÿâèòèñü
äîñèòü ïðîäóêòèâíèì àíàëiç äåÿêèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü âiäïîâiäíîãî
ðîçïîäiëó.

Íåõàé {E, E , ν} � äåÿêèé ïðîñòið ç ìiðîþ, ôóíêöiþ f : E → R
íàçèâàþòü ïðîñòîþ, ÿêùî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè â òàêîìó âèãëÿäi

f (x) =
n∑
i=1

bi1Bi (x) ,

äå bi ∈ R, ∨ni=1Bi = E òà Bi ∈ E . Äëÿ äîâiëüíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ïðîñòî¨ ôóíêöi¨
âèçíà÷åíà ñóìà

n∑
i=1

biν (Bi) ∈ [0,∞] ,

ÿêó íàçèâàþòü iíòåãðàëîì Ëåáåãà âiä ïðîñòî¨ ôóíêöi¨ i ïîçíà÷àþòü ÿê∫
E

f (x) ν (dx) .

Äëÿ äîâiëüíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ f ∈ E iíòåãðàë Ëåáåãà âèçíà÷åíèé ÿê∫
E

f (x) ν (dx) = sup
0≤h≤f,h - ïðîñòà

∫
E

h (x) ν (dx) .

Äîâiëüíó f ∈ E ìîæíà ïîäàòè ÿê f = f+−f−, äå f+ = f∨0 òà f− = − (f ∧ 0).
ßêùî õî÷à á îäèí ç iíòåãðàëiâ

∫
E f
± (x) ν (dx) ñêií÷åííèé, òî iíòåãðàë Ëåáåãà

âèçíà÷åíèé äëÿ f ÿê ∫
E

f+ (x) ν (dx)−
∫
E

f− (x) ν (dx) .

ßêùî ïðîñòið {E, E , ν} = {Ω,F ,P} ¹ éìîâiðíiñíèì, òî iíòåãðàë Ëåáåãà
íàçèâàþòü ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì i ïîçíà÷àþòü ÿê

Ef =

∫
E

f (ω)P (dω) .

40Äèâ. Corollary 5.18 â Kallenberg O. Foundations of Modern Probability. Berlin: Springer, 1997.
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Çàâäàííÿ 48. Íåõàé {E, E , ν} � äåÿêèé ïðîñòið ç ìiðîþ, f ∈ B (R) òà
g ∈ E , òîäi ∫

R
f (x) ν ◦ g−1 (dx) =

∫
E

f ◦ g (x) ν (dx) ,

ÿêùî õî÷à á îäèí ç iíòåãðàëiâ ó ðiâíîñòi âèçíà÷åíèé.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé {Ω,F} = {R,B (R)} òà â.â. âèçíà÷åíi ÿê ξ1 (ω) =

{
0, ω ≤ 0,
1, ω > 0,

òà

ξ2 (ω) =

 0,
1/2,

ω ≤ 0,
0 < ω ≤ 1,

1, ω > 1.
Ïðîàíàëiçóâàòè âèìiðíiñòü îäíi¹¨ â.â.

âiäíîñíî σ-àëãåáðè ïîðîäæåíî¨ iíøîþ â.â.

2. Íåõàé {Ω,F ,P} � iìîâiðíiñíèé ïðîñòið, {E, E} � ïîëüñüêèé ïðîñòið, T
� äåÿêà ïàðàìåòðè÷íà ìíîæèíà òà F ⊂ ET . Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðæåííÿ
X : Ω → E ¹ F ∩ ET -âèìiðíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Xt : Ω → E ¹
E-âèìiðíå äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ T .

3. Ïîêàçàòè, ùî σ-àëãåáðà ìiñòèòü ëèøå òðèâiàëüíi ïîäi¨ òîäi i òiëüêè,
êîëè íå çàëåæèòü âiä ñåáå.

4. Íàâåñòè ïðèêëàä äâîõ íåçàëåæíèõ êëàñiâ ìíîæèí, äëÿ ÿêèõ âiäïîâiäíi
ïîðîäæåíi σ-àëãåáðè íå ¹ íåçàëåæíèìè.

5. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî σ-àëãåáðè Fi, i ∈ N, íåçàëåæíi, òî ∩n∈Nσ (∪ni=1Fi) ¹
òðèâiàëüíîþ σ-àëãåáðîþ.

À.5.Çáiæíiñòü

Îäíi¹þ ç âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé ñiì'¨ éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ ¹
çáiæíiñòü. Íåõàé {Ω,F} � ïîëüñüêèé ïðîñòið ç σ-àëãåáðîþ áîðåëåâèõ ìíîæèí,
íà ÿêîìó çàäàíi éìîâiðíiñíi ìiðè P1, P2, . . . òà P. Äëÿ ïîäàëüøèõ ìiðêóâàíü
çàôiêñó¹ìî ìåòðèêó d, ÿêà ïîðîäæó¹ âiäïîâiäíó òîïîëîãiþ íà Ω.

Âèçíà÷åííÿ. Ãîâîðÿòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü iìîâiðíiñíèõ ìið {Pn}n∈N ñëàáêî
çáiãà¹òüñÿ äî éìîâiðíiñíî¨ ìiðè P, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ òà
îáìåæåíî¨ ÷èñëîâî¨ ôóíêöi¨ f íà Ω:

lim
n→∞

∫
Ω

f (ω)Pn (dω) =

∫
Ω

f (ω)P (dω) .

Ïîçíà÷àòèìåìî öåé ôàêò ÿê
Pn

w→ P.
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Ëåìà À.1 (ïðî êðèòåðié ñëàáêî¨ çáiæíîñòi). Äëÿ òîãî, ùîá ïîñëiäîâíiñòü
iìîâiðíiñíèõ ìið {Pn}n∈N ñëàáêî çáiãàëàñü äî éìîâiðíiñíî¨ ìiðè P íåîáõiäíî
i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ f :

limn→∞

∫
Ω

f (ω)Pn (dω) ≤
∫

Ω

f (ω)P (dω) .

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ ñëàáêî¨
çáiæíîñòi. Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. ßêùî f � äîâiëüíà íåïåðåðâíà îáìåæåíà
ôóíêöiÿ, òî (−f) òàêîæ íåïåðåðâíà îáìåæåíà, òîäi

lim

∫
Ω

(−f (ω))Pn (dω) ≤
∫

Ω

(−f (ω))P (dω) .

Çâiäêè

lim

∫
Ω

f (ω)Pn (dω) ≥
∫

Ω

f (ω)P (dω)

i, ïî¹äíóþ÷è ç óìîâîþ ëåìè, ìà¹ìî, ùî iñíó¹ lim
∫

Ω f (ω)Pn (dω) =
=
∫

Ω f (ω)P (dω).

Ïðèêëàä (çáiæíiñòü ñëàáêà òà â îñíîâíîìó). Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ éìîâiðíiñíèõ
ìið {Pn}n∈N:

Pn

({
1

n

})
= 1,

òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f îòðèìà¹ìî, ùî∫
R
fPn (dω) = f

(
1

n

)
→ f (0) , n→∞.

Òîáòî, Pn
w→ P, äå P ({0}) = 1. Âiçüìåìî âiäêðèòó ìíîæèíó G = (0,∞) òà

çàìêíåíó ìíîæèíó F = (−∞, 0], òîäi

lim
n→∞

Pn (F ) = 0 < 1 = P (F )

òà
lim
n→∞

Pn (G) = 1 > 0 = P (G) ,

òîáòî limn→∞ Pn (F ) 6= P (F ) òà limn→∞ Pn (G) 6= P (G). Âiäìiòèìî, ùî
P (∂F ) = P (∂G) = 1 6= 0, ÿêùî æ äëÿ âèïàäêîâî¨ ïîäi¨ P (∂A) = 0, òî
limn→∞ Pn (A) = P (A).

Âèçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü iìîâiðíiñíèõ ìið {Pn}n∈N çáiãà¹òüñÿ â
îñíîâíîìó äî éìîâiðíiñíî¨ ìiðè P, ÿêùî

lim
n→∞

Pn (A) = P (A) ,∀A ∈ F : P (∂A) = 0.

Ïîçíà÷àòèìåìî öåé ôàêò ÿê
Pn =⇒ P.

283



Òåîðåìà À.15 (Àëåêñàíäðîâà ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ñëàáêî¨ çáiæíîñòi òà
çáiæíîñòi â îñíîâíîìó). Íàâåäåíi íèæ÷å òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi

1. Pn
w→ P;

2. limn→∞Pn (F ) ≤ P (F ), äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ;
3. limn→∞Pn (G) ≥ P (G), äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè G;
4. Pn =⇒ P.

Äîâåäåííÿ. (1.⇒ 2.) Äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F òà äîâiëüíîãî ε > 0
ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

fε (ω) =


1, d (ω, F ) /ε = 0,

1− d (ω, F ) /ε, d (ω, F ) /ε ∈ (0, 1) ,

0, d (ω, F ) /ε ≥ 1,

äå
d (ω, F ) = inf {d (ω, ω′) , ω′ ∈ F} .

Òàê âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ îáìåæåíà íåïåðåðâíà òà fε →
ε→0

1F , òîäi

Pn (F ) =

∫
1FPn (dω) ≤

∫
fεPn (dω)

òà

limPn (F ) ≤ lim

∫
fεPn (dω) =

∫
fεP (dω) .

Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü, çà ε→ 0 îòðèìó¹ìî

limn→∞Pn (F ) ≤ P (F ) .

(2.⇒ 1.) Íåõàé f � íåïåðåðâíà îáìåæåíà ôóíêöiÿ i ïðèïóñòèìî, ùî

0 < f (ω) < 1,∀ω ∈ Ω.

Äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N âèçíà÷èìî çàìêíåíi ìíîæèíè

Fi =

{
ω ∈ Ω : f (ω) ≥ i

k

}
, i = 0, k

òà ¨õ ïîñëiäîâíi ðiçíèöi

Bi = Fi−1\Fi =

{
ω ∈ Ω :

i− 1

k
≤ f (ω) <

i

k

}
, i = 1, k,

òîäi ∫
Ω

fP (dω) =
k∑
i=1

∫
Bi

fP (dω) .
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Âðàõîâóþ÷è ùî

i− 1

k
P (Bi) ≤

∫
Bi

f (ω)P (dω) ≤ i

k
P (Bi)

òà
k∑
i=1

i

k
P (Bi) =

1

k

k∑
i=1

i (P (Fi−1)− P (Fi)) =
1

k
+

1

k

k∑
i=1

P (Fi) ,

âèâîäèìî
1

k

k∑
i=1

P (Fi) ≤
∫
fP (dω) ≤ 1

k
+

1

k

k∑
i=1

P (Fi) .

Àíàëîãi÷íà íåðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå i äëÿ Pn. Îòæå,

limn→∞

∫
Ω

f (ω)Pn (dω) ≤ 1

k
+

1

k
lim
∑

Pn (Fi) ≤

≤ 1

k
+

1

k

∑
P (Fi) ≤

1

k
+

∫
fP (dω) .

Îñêiëüêè öÿ íåðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëüíîãî k, òî äëÿ ôóíêöi¨ 0 < f < 1
ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò âñòàíîâëåíî. ßêùî f � äîâiëüíà íåïåðåðâíà òà îáìåæåíà:
m ≤ f (x) ≤M , òîäi

g (x) =
f (x)−m+ ε

M −m+ 2ε
, ε > 0,

íåïåðåðâíà òà 0 < g (x) < 1, çíà÷èòü,

lim

∫
gPn (dω) ≤

∫
gP (dω) .

À îòæå, óìîâè ëåìè ïðî êðèòåðié ñëàáêî¨ çáiæíîñòi âèêîíóþòüñÿ i äëÿ f ,
òîáòî ìà¹ìî, ùî Pn

w→ P.
(2.⇔ 3.) ßêùî G � äåÿêà âiäêðèòà ìíîæèíà, òî F = G çàìêíåíà i

limPn (F ) ≤ P (F )

äà¹
lim (1− Pn (G)) ≤ 1− P (G) ,

òîáòî limPn (G) ≥ P (G). Â iíøó ñòîðîíó äîâîäèìî àíàëîãi÷íî.
(1.⇒ 4.) Äëÿ äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè A: P (∂A) = 0 ìà¹ìî, ùî

P (int (A)) = P (A) = P (cl (A)) .

Çâiäêè
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P (int (A)) ≤ limPn (int (A)) ≤ limPn (A) ≤
≤ limPn (A) ≤ limPn (cl (A)) ≤ P (cl (A)) .

Ç îòðèìàíîãî ëàíöþãà íåðiâíîñòåé âèâîäèìî, ùî

lim
n→∞

Pn (A) = P (A) .

(4.⇒ 1.) Äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F òà ε > 0 ïîçíà÷èìî

Fε = {ω ∈ Ω : d (ω, F ) < ε} .

Âiäìiòèìî, ùî ∂Fε ⊂ {ω : d (ω, F ) = ε}, òîìó ∂Fε ∩ ∂Fε′ = ∅, ε 6= ε′. Çâiäêè
íåðiâíiñòü P (∂Fε) > 0 ìîæå ìàòè ìiñöå ëèøå äëÿ çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷èñåë
ε, à çíà÷èòü ìîæåìî âèáðàòè ïîñëiäîâíiñòü

εk ↓ 0 : P (∂Fεk) = 0, k ∈ N.

Òîäi ç óìîâè 4. òåîðåìè ìà¹ìî

limn→∞Pn (F ) ≤ limPn (Fεk) ≤ P (Fεk) .

Çàñòîñîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü iìîâiðíîñòi, ïåðåõiä äî ãðàíèöi çà k → ∞ äà¹
âèêîíàííÿ óìîâè 2. òåîðåìè i, ç óðàõóâàííÿì äîâåäåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi óìîâ
1. òà 2., îäåðæó¹ìî ùî Pn

w→ P.

Çàâäàííÿ 49. Ïîêàçàòè, ùî Pn
w→ P òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨

âiäêðèòî¨ ìíîæèíè A: P (∂A) = 0, Pn (A)→ P (A).

ßêùî çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü iìîâiðíiñíèõ ìið, òî ïiä ÷àñ ðîçãëÿäó
ïèòàííÿ ïðî ñëàáêó çáiæíiñòü äî äåÿêî¨ ìiðè iíêîëè âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü
âèçíà÷èòè ÷è çáiãà¹òüñÿ õî÷à á ÿêàñü ïiäïîñëiäîâíiñòü. Òàê, íàïðèêëàä,
ïîñëiäîâíiñòü {Pn} : P2n = Q, P2n+1 = P, äå P òà Q äåÿêi éìîâiðíiñíi ìiðè, íå
¹ çáiæíîþ ïðîòå ìà¹ çáiæíi ïiäïîñëiäîâíîñòi.

Âïðàâà À.39. Ïîêàçàòè, ùî ñiì'ÿ éìîâiðíiñíèõ ìið {Pn} íà {R,B (R)}:
Pn ({n}) = 1 íå ìiñòèòü æîäíî¨ çáiæíî¨ â ñëàáêîìó ñåíñi ïiäïîñëiäîâíîñòi.

Âèçíà÷åííÿ. Ñiì'ÿ éìîâiðíiñíèõ ìið {Pα, α ∈ A} íà {Ω,F} íàçèâà¹òüñÿ
âiäíîñíî êîìïàêòíîþ, ÿêùî áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü ìið ç öi¹¨ ñiì'¨ ìiñòèòü
ïiäïîñëiäîâíiñòü, ñëàáêî çáiæíó äî äåÿêî¨ éìîâiðíiñíî¨ ìiðè.

Çàâäàííÿ 50. Íåõàé {Pn}n∈N � ñiì'ÿ éìîâiðíiñíèõ ìið íà ïîëüñüêîìó
ïðîñòîði {Ω,F} òà P � äåÿêà éìîâiðíiñíà ìiðà íà {Ω,F}. Ïîêàçàòè, ùî
ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi iç äàíî¨ ñiì'¨ iñíó¹ çáiæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü
äî P, òîäi Pn

w→ P.
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Ðèñ. À.4. Ïåðøi òðè iòåðàöi¨ ïîáóäîâè êðèâî¨ Ïåàíî

Ïðèêëàä (âiäíîñíà êîìïàêòíiñòü ìið íà íåñêií÷åííî âèìiðíîìó êóái).
Ïîêàæåìî, ùî äîâiëüíà ñiì'ÿ éìîâiðíiñíèõ ìið íà [0, 1]∞ ¹ âiäíîñíî
êîìïàêòíîþ.

Íåõàé h = (h1 (x) , h2 (x)) âiäîáðàæåííÿ Ïiàíî41 âiäðiçêà [0, 1] íà
êâàäðàò [0, 1]× [0, 1] (äåêiëüêà iòåðàöié ïîáóäîâè êðèâî¨42 çîáðàæåíî íà ðèñ.
À.4.), âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

g = (h1, h1 ◦ h2, h1 ◦ h2 ◦ h2, . . .)

âiäðiçêà [0, 1] íà íåñêií÷åííî âèìiðíèé êóá [0, 1]∞. ßê íàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi
h ìà¹ìî íåïåðåðâíiñòü g. Òîäi äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : [0, 1]∞ → [0, 1]
âèçíà÷åíîãî ÿê

f (x) = inf {y ∈ [0, 1] : g (y) = x}
ñóïåðïîçèöiÿ g ◦ f ¹ òîòîæíiì âiäîáðàæåííÿì ç [0, 1] â [0, 1], áiëüø òîãî, f ∈
B ([0, 1]∞) /B ([0, 1]).

Íåõàé {Pn}n∈N � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü iìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ íà
íåñêií÷åííî âèìiðíîìó êóái. Âèçíà÷èìî âiäïîâiäíó ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ
íà [0, 1] ÿê

Qn (B) = Pn ◦ f−1 (B) , B ∈ B ([0, 1]) .

Iñíó¹ çáiæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü {Qnk} äî äåÿêîãî éìîâiðíiñíîãî ðîçïîäiëó Q43.
Âèçíà÷èìî ìiðó P (B) äëÿ B ∈ B ([0, 1]∞) ÿê Q ◦ g−1 (B). Âðàõîâóþ÷è, ùî

41Öå âiäîáðàæåííÿ ¹ îäíèì ç ïðèêëàäiâ íåïåðåðâíèõ êðèâèõ, ùî çàïîâíþþòü ïðîñòið. ßêùî x =
= 0.a1a2. . . . â òðiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, òî h1 (x) = 0.b1b2 . . . òà h2 (x) = 0.c1c2 . . ., äå b1 = a1,

bk =

a2k−1,
∑k−1
i=1 a2i

... 2,

2− a2k−1,
∑k−1
i=1 a2i 6

... 2,
k ≥ 2,

òà

ck =

a2k,
∑k
i=1 a2i−1

... 2,

2− a2k,
∑k
i=1 a2i−1 6

... 2,
k ≥ 1.

42Äèâ., íàïðèêëàä, Chapter 5 â Bader M. Space-�lling Curves. Berlin: Springer, 2013.
43Äèâ., íàïðèêëàä, Theorem 14.13 â Fristedt B.E., Gray L.F. A Modern Approach to Probability Theory.

N.Y.: Springer, 1997.
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äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N:
Pn (B) = Qn ◦ g−1 (B) ,

äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ òà îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ r (x) îäåðæó¹ìî, ùî

lim
nk→∞

∫
[0,1]

∞
r (x)Pnk (dx) = lim

nk→∞

∫
[0,1]

r ◦ g (y)Qnk (dy) =

=

∫
[0,1]

r ◦ g (y)Q (dy) =

∫
[0,1]

∞
r (x)P (dx) .

Îòæå Pnk
w→ P.

Òåîðåìà À.16 (ïðî ñëàáêó çáiæíiñòü íà ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié).
Ïîñëiäîâíiñòü iìîâiðíiñíèõ ìið {Pn} çàäàíèõ íà

{
C[0,T ],B

(
C[0,T ]

)}
ñëàáêî

çáiãà¹òüñÿ äî ìiðè P òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè {Pn} âiäíîñíî êîìïàêòíà òà
ñëàáêî çáiãàþòüñÿ ñêií÷åííî âèìiðíi ðîçïîäiëè.

Äîâåäåííÿ. ßêùî Pn
w→ P, òî âiäíîñíà êîìïàêòíiñòü âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî

çà îçíà÷åííÿì. Îñêiëüêè πt1,...,tm � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ç C[0,T ] â Rm, äëÿ
äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ f íà Rm ñóïåðïîçèöiÿ f ◦ πt1,...,tm ¹
îáìåæåíîþ òà íåïåðåðâíîþ íà C[0,T ], i çíà÷èòü, ìà¹ìî Pn◦π−1

t1,...,tm

w→ P◦π−1
t1,...,tm:∫

Rm
f (x)Pn ◦ π−1

t1,...,tm
(dx) =

∫
C[0,T ]

f ◦ πt1,...,tm (y)Pn (dy)→

→
∫
C[0,T ]

f ◦ πt1,...,tm (y)P (dy) =

∫
Rm
f (x)P ◦ π−1

t1,...,tm
(dx)

çà n→∞.
Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ε > 0, ïiäïîñëiäîâíiñòü

{nk} òà íåïåðåðâíà òà îáìåæåíà ôóíêöiÿ f , ùî∣∣∣∣∫ fP (dω)−
∫
fPnk (dω)

∣∣∣∣ > ε.

Çà âiäíîñíî¨ êîìïàêòíîñòi iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {n′k} ⊂ {nk} òà éìîâiðíiñíà
ìiðà Q íà

{
C[0,T ],B

(
C[0,T ]

)}
: Pn′k

w→ Q, àëå òîäi

Pn′k ◦ π
−1
t1,...,tm

w→ Q ◦ π−1
t1,...,tm

.

Çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà ïðî óçãîäæåíó ñiì'þ éìîâiðíiñíèõ ìið ìà¹ìî, ùî
P = Q íà σ-àëãåáði öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí, à çà òåîðåìîþ ïðî σ-àëãåáðó
öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié i íà B

(
C[0,T ]

)
, ùî ñóïåðå÷èòü

ïðèïóùåííþ Pn′k

w

6→ P.
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Çàâäàííÿ 51. Íàâåñòè ïðèêëàä íå âiäíîñíî êîìïàêòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi
éìîâiðíiñíèõ ìið íà

{
C[0,1],B

(
C[0,1]

)}
, äëÿ ÿêèõ ñëàáêî çáiãàþòüñÿ

ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè.

Äîâåäåíà òåîðåìà âêàçó¹ íà âàæëèâiñòü íàÿâíîñòi çðó÷íî¨ óìîâè
ïåðåâiðêè âiäíîñíî¨ êîìïàêòíîñòi.

Âèçíà÷åííÿ. Ñiì'þ éìîâiðíiñíèõ ìið {Pα, α ∈ A} íà {Ω,F} íàçèâàþòü
ðiâíîìiðíî ùiëüíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ êîìïàêò K òàêèé,
ùî Pα (Ω\K) < ε äëÿ âñiõ α ∈ A.
Âïðàâà À.40. 1. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî Ω � êîìïàêò, òî äîâiëüíà ñiì'ÿ
éìîâiðíiñíèõ ìið íà {Ω,F} ¹ ðiâíîìiðíî ùiëüíîþ.

2. Ïîêàçàòè, ùî ñiì'ÿ éìîâiðíiñíèõ ìið {Pn} íà {R,B (R)}:
Pn ({n}) = 1,

íå ¹ ðiâíîìiðíî ùiëüíîþ.
3. Ïîêàçàòè, ùî ñiì'ÿ éìîâiðíiñíèõ ìið {Pn} íà {R,B (R)}: Pn ¹

ðiâíîìiðíèì ðîçïîäiëîì íà [−n, n], íå ¹ ðiâíîìiðíî ùiëüíîþ.

Òåîðåìà À.17 (Ïðîõîðîâà ïðî âiäíîñíó êîìïàêòíiñòü ìið). Ñiì'ÿ
éìîâiðíiñíèõ ìið {Pα, α ∈ A} íà {Ω,F} âiäíîñíî êîìïàêòíà òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè öÿ ñiì'ÿ ¹ ðiâíîìiðíî ùiëüíîþ.44

Òåîðåìà ïðî ñëàáêó çáiæíiñòü íà ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié òà
òåîðåìà Ïðîõîðîâà ïðî âiäíîñíó êîìïàêòíiñòü ìið âèçíà÷àþòü çðó÷íèé ñïîñiá
äîâåäåííÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ìið íà

{
C[0,T ],B

(
C[0,T ]

)}
íà îñíîâi ïåðåâiðêè

ðiâíîìiðíî¨ ùiëüíîñòi òà ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ.

Âèçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ åëåìåíòiâ {Xn}n∈N íàçèâàþòü
çáiæíîþ çà ðîçïîäiëîì äî âèïàäêîâîãî åëåìåíòà X i ïîçíà÷àþòü ÿê

Xn
Law→ X,

ÿêùî âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ ¹ ñëàáêî çáiæíîþ.

Âïðàâà À.41. Íåõàé Xn
Law→ X, h : E → R � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.

Ïîêàçàòè, ùî

h (Xn)
Law→ h (X) .

Òåîðåìà À.18 (ïðî êðèòåðié çáiæíîñòi çà ðîçïîäiëîì íåïåðåðâíèõ â.ô.). Äëÿ
òîãî, ùîá ïîñëiäîâíiñòü â.ô. {Xn} ç ïðîñòîðó C[0,T ] çáiãàëàñü çà ðîçïîäiëîì
äî â.ô. X íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ñëàáêî çáiãàëèñü ñêií÷åííîâèìiðíi
ðîçïîäiëè òà

lim
δ→0

limn→∞E ($ (Xn, δ) ∧ 1) = 0,

äå $ (f, δ) = sup {|ft − fs| , t, s ∈ [0, T ] : |t− s| < δ}45.
44Äèâ., íàïðèêëàä, Theorem 18.17 â Fristedt B.E., Gray L.F. A Modern Approach to Probability Theory.

N.Y. : Springer, 1997.
45Äèâ. Theorem 14.5 â Klenke A. Probability theory: a comprehensive course. London: Springer, 2013.
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Âiäìiòèìî, ùî äëÿ äîâåäåííÿ çáiæíîñòi çà ðîçïîäiëîì ïîñëiäîâíîñòi
â.ô. ç áiëüø çàãàëüíîãî ïðîñòîðó íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, çàäàíèõ íà ëîêàëüíî
êîìïàêòíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði T , äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî çáiæíiñòü ìà¹
ìiñöå íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ T 46. Áiëüø òîãî, ìà¹ ìiñöå àíàëîã òåîðåìè
ïðî ñëàáêó çáiæíiñòü íà ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié äëÿ â.ô. ç ïðîñòîðó
D[0,T ]

47.
Äëÿ âñòàíîâëåííÿ öiëî¨ íèçêè ãðàíè÷íèõ òåîðåì äîñòàòíüî åôåêòèâíèì

¹ ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié.

Âèçíà÷åííÿ. Õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ (õ.ô.) âèïàäêîâîãî âåêòîðà
X = (X1, . . . , Xd) çi çíà÷åííÿìè â Rd íàçèâàþòü ôóíêöiþ ϕX (α) íà Rd

âèçíà÷åíó ÿê E exp
{
ı
∑d

k=1 αkXk

}
, ı2 = −1.

Çàâäàííÿ 52. Ïîêàçàòè, ùî ñiì'ÿ õ.ô. {ϕt1,...,tn (α) , ti ∈ T, α ∈ Rn, n ∈ N}
âèçíà÷à¹ ðîçïîäië äåÿêî¨ äiéñíî¨ â.ô. òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

ϕt1,...,tn (α1, . . . , αn) = ϕti1 ,...,tin (αi1, . . . αin) ,
ϕt1,...,tn (α1, . . . , αn−1, 0) = ϕt1,...,tn−1 (α1, . . . αn−1).

Òåîðåìà À.19 (ïðî âëàñòèâîñòi õ.ô.). 48 Õ.ô. ϕ (α), α ∈ Rd çàäîâîëüíÿ¹
òàêi óìîâè

1) (íåïåðåðâíiñòü) ϕ (α) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà;
2) (íîðìîâàíiñòü) |ϕ (α)| ≤ 1, ϕ (0, . . . , 0) = 1;

3) (åðìiòîâiñòü) ϕ (−α) = ϕ (α);
4) (íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíiñòü) ∀n ∈ N, zk ∈ C, αk ∈ Rd, k = 1, n:

n∑
k,j=1

zkz̄jϕ (αk − αj) ≥ 0;

5) (ìóëüòèïëiêàòèâíiñòü) ßêùî X òà Y íåçàëåæíi âèïàäêîâi
âåêòîðè, òî

ϕX+Y (α) = ϕX (α)ϕY (α) ;

6) (îäíîçíà÷íiñòü) ßêùî äëÿ âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ X òà Y ¨õ õ.ô.
çáiãàþòüñÿ, òî çáiãàþòüñÿ i ¨õ ðîçïîäiëè.

Îäíî÷àñíî ç õàðàêòåðèñòè÷íèìè ôóíêöiÿìè çàñòîñîâóþòü òàêîæ i
iíøi âèäè iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü. Òàê, ÿêùî õ.ô. äîïóñêà¹ àíàëiòè÷íå
ïðîäîâæåííÿ íà êîìïëåêñíi çíà÷åííÿ àðãóìåíòó, òî çðó÷íî çàìiñòü õ.ô.
ðîçãëÿäàòè òâiðíó ôóíêöiþ ìîìåíòiâ

M (α) = E exp

{
d∑

k=1

αkXk

}
,

46Äèâ. Proposition 14.6 â Klenke A. Probability theory: a comprehensive course. London: Springer, 2013.
47Òàì ñàìî, Theorem 14.10
48Äèâ., íàïðèêëàä, òåîðåìó ïðî îñíîâíi âëàñòèâîñòi õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ â Êàðòàøîâ Ì.Â.

Éìîâiðíiñòü, ïðîöåñè, ñòàòèñòèêà. Ði÷íèé êóðñ äëÿ ìàòåìàòèêiâ òà ñòàòèñòèêiâ. Ê.: Âèäàâíèöòâî ÒÂiÌÑ,
2004.
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äå α íàëåæèòü äåÿêîìó ïðÿìîêóòíèêó íà Cd, ùî ìiñòèòü òî÷êó (0, . . . , 0).
ßêùî âèïàäêîâèé âåêòîð öiëîçíà÷íèé, òî çðó÷íî çàñòîñîâóâàòè òâiðíó
ôóíêöiþ éìîâiðíîñòåé (ãåíåðàòðèñó)

G (z) = EzX1
1 . . . zXd

d ,max {|z1|, ..., |zd|} ≤ 1.

ßêùî æ åëåìåíòè âèïàäêîâîãî âåêòîðà íåâiä'¹ìíi, òî � ïåðåòâîðåííÿ
Ëàïëàñà

L (α) = E exp

{
−

d∑
k=1

αkXk

}
, αi ≥ 0, i = 1, d.

Âïðàâà À.42. Íåõàé X = (X1, X2) äiéñíîçíà÷íèé âåêòîð, êîìïîíåíòè ÿêîãî
ìàþòü ñêií÷åííi ìîìåíòè äðóãîãî ïîðÿäêó. Çíàéòè âèðàçè äëÿ EX1, EX1X2

òà EX2
1 â òåðìiíàõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, âèçíà÷åíèõ âèùå.

Çàóâàæèìî, ùî îñíîâíi âëàñòèâîñòi õ.ô. ç íåîáõiäíèìè çìiíàìè ìàþòü
ìiñöå i äëÿ òâiðíîãî ïåðåòâîðåííÿ, i äëÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà.

Ïðèêëàä (ðåêóðñèâíi ðiâíÿííÿ). Íåõàé ìà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi
{an}n≥0:

an =
d∑

k=1

ckan−k, n ≥ d,

iç äåÿêèìè êîíñòàíòàìè c1, . . ., cd òà çàäàíèìè ïî÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè

a0, . . . , ad−1.

Ðîçâ'ÿæåìî öå ðiâíÿííÿ â òåðìiíàõ òâiðíî¨ ôóíêöi¨

A (x) =
∞∑
n=0

xnan.

Ïîìíîæèìî îáèäâi ñòîðîíè ðiâíÿííÿ äëÿ an íà xn i ïðîñóìó¹ìî ïî n:

∞∑
n=d

xnan =
d∑

k=1

ck

∞∑
n=d

xnan−k.

Ïîçíà÷èìî

Ak (x) =
k∑

n=0

xnan, A−1 (x) = 0,

òîäi, âðàõîâóþ÷è ùî

∞∑
n=d

xnan−k = xk
∞∑
n=d

xn−kan−k = xk
∞∑

n=d−k

xnan = xk
(
A (x)− Ad−(k+1) (x)

)
,
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âèâîäèìî òàêå ðiâíÿííÿ

A (x)− Ad−1 (x) =
d∑

k=1

ckx
k
(
A (x)− Ad−(k+1) (x)

)
,

ÿêå ïåðåïèøåìî ÿê

A (x)

(
1−

d∑
k=1

ckx
k

)
= Ad−1 (x)−

d∑
k=1

ckx
kAd−(k+1) (x) .

Îòæå, ìà¹ìî

A (x) =

(
Ad−1 (x)−

d∑
k=1

ckx
kAd−(k+1) (x)

)(
1−

d∑
k=1

ckx
k

)−1

.

Øëÿõîì îáåðíåííÿ ïî x (çà ìîæëèâîñòi) ç îòðèìàíîãî äðîáîâî-ðàöiîíàëüíîãî
âèðàçó ìîæåìî âèâåñòè âiäïîâiäíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ an, n ≥ d.

Íàïðèêëàä, íåõàé an � iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷èñëî óñïiõiâ â n
âèïðîáóâàíü Áåðíóëëi ïàðíå. Äàíà ïîäiÿ ìîæå âiäáóòèñü äâîìà ñïîñîáàìè:
ïåðøå âèïðîáóâàííÿ � íåâäà÷à, à ñåðåä iíøèõ êiëüêiñòü óñïiõiâ ïàðíà àáî
ïåðøå âèïðîáóâàííÿ � óñïiõ, i ñåðåä iíøèõ êiëüêiñòü óñïiõiâ íåïàðíà. Òîìó

an = qan−1 + p (1− an−1) , a0 = 1.

Ïîìíîæèâøè íà xn òà ïðîñóìóâàâøè ïî n, îòðèìó¹ìî òàêå ñïiââiäíîøåííÿ

A (x)− 1 = qxA (x) + p
x

1− x
− pxA (x) .

Çâiäêè
2A (x) = (1− x)−1 + (1− (q − p)x)−1 ,

i îáåðíóâøè ïî x, ìà¹ìî
2an = 1 + (q − p)n .

Çàâäàííÿ 53. Íåõàé an � iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïiä ÷àñ n ïiäêèäàíü
ñèìåòðè÷íî¨ ìîíåòè íå ç'ÿâèòüñÿ ñåðiÿ iç òðüîõ ãåðáiâ. Âèçíà÷èòè òâiðíó
ôóíêöiþ äëÿ an. Çíàéòè íàáëèæåíi çíà÷åííÿ an äëÿ n = 1, 12.

Ïðèêëàä (iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ). Ïiä iíòåãðàëüíèìè ðiâíÿííÿìè çàçâè÷àé
ðîçóìiþòü ðiâíÿííÿ âèäó

F (t) = G (t) +

∫ b

a

K (u, t)F (u) du,

äåG (t) òàK (u, t) (ÿäðî ðiâíÿííÿ) � âiäîìi ôóíêöi¨, òà F (t) íåâiäîìà. ßêùî a
òà b � êîíñòàíòè, òî òàêå ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì Ôðåäãîëüìà, à ÿêùî
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a � êîíñòàíòà òà b = t, òî � ðiâíÿííÿì Âîëüòåðà. ßêùî ðiâíÿííÿ Âîëüòåðà
ìîæíà ïîäàòè ÿê

F (t) = G (t) +

∫ t

0

K (t− u)F (u) du,

òî éîãî íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì òèïó çãîðòêè. I â òåðìiíàõ îïåðàöi¨ çãîðòêè
éîãî ìîæíà çàïèñàòè ÿê

F = G+K ∗ F.
ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî âèçíà÷åíi ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ĝ (s) òà k̂ (s)

ôóíêöié G òà K, çäiéñíþþ÷è iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ îáîõ ñòîðií ðiâíÿííÿ
òèïó çãîðòêè âèâîäèìî òàêå ðiâíÿííÿ äëÿ f̂ (s) � ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äëÿ
F :

f̂ (s) = ĝ (s) + k̂ (s) f̂ (s) .

Çâiäêè

f̂ (s) = ĝ (s)
(

1− k̂ (s)
)−1

= ĝ (s) + ĝ (s) r̂ (s) ,

äå

r̂ (s) = k̂ (s)
(

1− k̂ (s)
)−1

.

Òîäi îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äà¹

F (t) = G (t) +

∫ t

0

R (t− u)G (u) du,

äå ðåçîëüâåíòà R (t) = 1
2πı

∫ c+ı∞
c−ı∞ r̂ (s) estds.

Íàïðèêëàä, íåõàé ìà¹ìî íåçàëåæíi â.â. ξ òà ζ:

ξ ∼
(

1 2
1/2 1/2

)
, ζ ∼ Exp (2) .

Âèçíà÷èìî ñiì'þ â.â. {Xt, t ∈ R} òàêèõ, ùî Xt = 0 ì.í. äëÿ t ≤ 0. Äëÿ t > 0
â.â. Xt ìà¹ Exp (t)-ðîçïîäië, ÿêùî ξ = 1, òà ðîçïîäië ÿê i Xt−u, ÿêùî ξ = 2
òà ζ = u. Ðîçãëÿíåìî õâiñò ðîçïîäiëó Xt äëÿ x > 0:

P {Xt > x} =
1

2
P {Xt > x|ξ = 1}+

1

2

∫ ∞
0

P {Xt−u > x}P {ζ ∈ du} =

=
1

2
e−xt +

∫ t

0

P {Xt−u > x} e−2udu.

Ïîçíà÷èâøè
F (t, x) = P {Xt > x} ,

îòðèìà¹ìî òàêå ðiâíÿííÿ òèïó çãîðòêè

F (t, x) =
1

2
e−xt + F (t, x) ∗ e−2t
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ç âiäïîâiäíèì ðiâíÿííÿì äëÿ f̂x (s) � ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äëÿ F (t, x) ïî t:

f̂x (s) =
1

2
(s+ x)−1 + (s+ 2)−1 f̂x (s) .

Çâiäêè

f̂x (s) =
1

2

s+ 2

(s+ x) (s+ 1)
.

ßêùî x = 1,

F (t, x) =
1

2
e−t (1 + t) ,

à ÿêùî x 6= 1, òî

F (t, x) =
1

2

x− 2

x− 1
e−xt +

1

2

1

x− 1
e−t, t > 0.

Ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié iñòîòíî áàçó¹òüñÿ íà òâåðäæåííi
ùîäî çâ'ÿçêó ìiæ ñëàáêîþ çáiæíiñòþ ðîçïîäiëiâ òà ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi ¨õ
âiäïîâiäíèõ õ.ô.

Òåîðåìà À.20 (Ëåâi íåïåðåðâíîñòi). Ïîñëiäîâíiñòü â.â. {Xn} ¹ çáiæíîþ çà
ðîçïîäiëîì äî â.â. X òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè çáiæíîþ â êîæíié òî÷öi ¹
ïîñëiäîâíiñòü âiäïîâiäíèõ õ.ô. ϕXn

äî ôóíêöi¨ ϕ, ùî íåïåðåðâíà â íóëi. Ïðè
öüîìó ϕ ¹ õ.ô. äëÿ X49.

Ïåðåõiä âiä â.â. äî âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ äîçâîëÿ¹ çäiéñíèòè òàêå
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà À.21 (Êðàìåðà-Âîëäà ïðî êðèòåðié ñëàáêî¨ çáiæíîñòi).
Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ {Xn} çi çíà÷åííÿìè â Rd ¹ çáiæíîþ çà
ðîçïîäiëîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ Rd çà ðîçïîäiëîì
çáiæíîþ ¹ ïîñëiäîâíiñòü α>Xn.

50

Íåõàé ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü â.â.{
Xn,k, k = 1, n, n ∈ N

}
,

ïðè÷îìó Xn,k íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi ∀n ∈ N. Âèçíà÷èìî â.â.

Sn =
n∑
k=1

Xn,k

i ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ÿê îõàðàêòåðèçóâàòè âñi ðîçïîäiëè, ùî ìîæóòü ñëóãóâàòè
ÿê ãðàíè÷íi äëÿ Sn.

49Äèâ., íàïðèêëàä, òåîðåìó Ëåâi ïðî êðèòåðié ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â Êàðòàøîâ Ì.Â.Éìîâiðíiñòü, ïðîöåñè,
ñòàòèñòèêà. Ði÷íèé êóðñ äëÿ ìàòåìàòèêiâ òà ñòàòèñòèêiâ. Ê.: Âèäàâíèöòâî ÒÂiÌÑ, 2004.

50Äèâ., íàïðèêëàä, Theorem 29.4. â Billingsley P. Probability and Measure. N.Y.: John Wiley & Sons, 1995.
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Íàïðèêëàä, ÿêùî Xn,k ∼ Be (pn), äå npn → λ > 0, òî çà òåîðåìîþ
Ïóàññîíà

Sn
Law→ S ∼ Pois (λ) .

ßêùî æ
Xn,k = (ξk − Eξk) /

√
nDξk,

äå {ξk} � äåÿêi íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi â.â. ç îáìåæåíîþ äèñïåðñi¹þ,
òî çà öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ

Sn
Law→ S ∼ N (0, 1) .

Âèçíà÷åííÿ. Â.â. S (õ.ô. ϕS) íàçèâàþòü áåçìåæíî ïîäiëüíîþ, ÿêùî íà
ïî÷àòêîâîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði ∀n ∈ N iñíóþòü íåçàëåæíi â.â. {ξk}nk=1

òàêi, ùî ðîçïîäië S çáiãà¹òüñÿ ç ðîçïîäiëîì ñóìè
∑n

k=1 ξk
(
ϕS = ϕnξ1

)
.

Òåîðåìà À.22 (ïðî áåçìåæíî ïîäiëüíó ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi â.â.). Â.â. S
ìîæå áóòè ãðàíèöåþ çà ðîçïîäiëîì ñóìè Sn =

∑n
k=1Xn,k òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè S ¹ áåçìåæíî ïîäiëüíîþ.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà ìà¹ ìiñöå òàêîæ, ÿêùî óìîâó òîãî, ùî â.â.Xn,k

îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi, çàìiíèòè íà óìîâó ¨õ àñèìïòîòè÷íî¨ ìàëîñòi:

lim
n→∞

max
1≤k≤n

P {|Xn,k| ≥ ε} = 0.

Ïðèêëàäàìè áåçìåæíî ïîäiëüíèõ ðîçïîäiëiâ ¹ Cauchy (a), N
(
a, σ2

)
,

Pois (λ) òà Gamma (θ, β), ùî âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç âèãëÿäó ¨õ õ.ô.: e−a|α|,
eiαa−α

2σ2/2, exp
{
λ
(
eiα − 1

)}
òà (1− iαβ)−θ .

Äëÿ äîâiëüíî¨ áåçìåæíî ïîäiëüíî¨ â.â. õ.ô. ìîæå áóòè ïîäàíà â
òåðìiíàõ õàðàêòåðèñòèê

{
a, σ2,Π

}
, äå a ∈ R, σ2 ≥ 0 òà Π � äåÿêà ìiðà íà

R\ {0}:
∫

0<|x|≤1 x
2Π (dx) <∞.

Òåîðåìà À.23 (ïðî çîáðàæåííÿ Ëåâi-Õií÷èíà áåçìåæíî ïîäiëüíî¨ õ.ô.). Â.â.
S ìà¹ áåçìåæíî ïîäiëüíèé ðîçïîäië òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè õ. ô. ϕS ìà¹
âèãëÿä eψ(α), äå

ψ (α) = ıαa− 1

2
α2σ2 +

∫
R\{0}

(eıαx − 1− ıαχ (x)) Π (dx) ,

äå χ (x) = (x ∧ 1) ∨ (−1).51

51Äèâ. Theorem 16.13 â Fristedt B.E., Gray L.F. A Modern Approach to Probability Theory. N.Y.: Springer,
1997.
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Íåõàé {ξn}n∈N � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ â.â.
òà Sn =

∑n
k=1 ξk. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë {an}, {bn} òà

â.â. S òàêi, ùî

(Sn − bn) /an
Law→ S.

Çà òåîðåìîþ ïðî áåçìåæíî ïîäiëüíó ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi â.â. S ¹ áåçìåæíî
ïîäiëüíîþ i ïèòàííÿ áiëüø äåòàëüíî îõàðàêòåðèçóâàòè âiäïîâiäíèé ðîçïîäië.

Âèçíà÷åííÿ. Â.â. S (õ.ô. ϕS) íàçèâàþòü ñòiéêîþ, ÿêùî ∀n ∈ N iñíóþòü
íåçàëåæíi â.â. {ξk}nk=1 ç ðîçïîäiëîì ÿê i S òà an > 0, bn ∈ R òàêi, ùî ðîçïîäië
anS + bn çáiãà¹òüñÿ ç ðîçïîäiëîì ñóìè

∑n
k=1 ξk

(
ϕS (anα) eibnα = ϕnS (α)

)
.

Òåîðåìà À.24 (ïðî ñòiéêó ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi â.â.). Â.â. S ìîæå áóòè

ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi
∑n
k=1Xn,k−bn

an
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè S ¹ ñòiéêîþ.

Òåîðåìà À.25 (ïðî çîáðàæåííÿ Ëåâi-Õií÷èíà ñòiéêî¨ õ.ô.). Â.â. S ìà¹
ñòiéêèé ðîçïîäië òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

ϕS (α) = eψ(α),

äå

ψ (α) = iαa− δ |α|α∗
(

1 + iθ
α

|α|
Gα∗ (α)

)
,

0 < α∗ ≤ 2, a ∈ R, δ > 0, |θ| ≤ 1,52

Gα∗ (α) =

{
tan π

2α∗, α∗ 6= 1,
2
π ln |α| , α∗ = 1.

Âiäìiòèìî, ùî ñòiéêi õ.ô. ñèìåòðè÷íèõ ðîçïîäiëiâ ìàþòü âèãëÿä

ϕ (α) = e−δ|α|
α∗
, 0 < α∗ ≤ 2, δ > 0.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ïîêàçàòè, ùî êëàñ ìíîæèí A, äëÿ ÿêèõ P (∂A) = 0, óòâîðþ¹ àëãåáðó.
Ïîêàçàòè, ùî âçàãàëi òî öåé êëàñ íå ¹ σ-àëãåáðîþ.

2. Ïîêàçàòè, ùî ñiì'ÿ íîðìàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ç ïàðàìåòðàìè a òà σ2

¹ ðiâíîìiðíî ùiëüíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ
îáìåæåíi.

3. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî {Pn}n∈N çîñåðåäæåíà íà âiäðiçêó [a, b], òî {Pn}n∈N
¹ ðiâíîìiðíî ùiëüíîþ.

4. Íåõàé ðîçïîäiëè {Pn}n∈N â.â. {Xn} ðiâíîìiðíî ùiëüíi. Ïîêàçàòè, ùî
∀ε > 0 ∃Cε : supn P {|Xn| > Cε} < ε.

52Äèâ. Theorem 17.9-17.10 â Fristedt B.E., Gray L.F. A Modern Approach to Probability Theory. N.Y.:
Springer, 1997.
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